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Vorwort

Dieses Skript gibt die wesentlichen Inhalte meiner im Wintersemester 2008,/2009 an der
Universitdt Bonn gehaltenen Vorlesung Algorithmische Mathematik 1 wieder. Es wur-
de basierend auf meinen handschriftlichen Aufzeichnungen von Frau Christina Mohr
erstellt. Die Auswahl der Inhalte orientiert sich stark an dem Skript Algorithmische
Mathematik von Herrn Prof. Harbrecht aus dem Wintersemester 2007,/2008. Die Dar-
stellung und Schwerpunktsetzung ist jedoch vielfach unterschiedlich, so dass es mir
sinnvoll erschien, ein eigenes Skript zu dieser Vorlesung zu verfassen. Hinweise auf
Fehler jedweder Art nehme ich gerne entgegen.



O Einleitung

Algorithmische Mathematik: Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem Erstel-
len und Analysieren von Algorithmen (Algorithmus = Rechenvorschrift”) beschéftigt.

Mohammed ibn Musa Alchwarizmi (~ 780-840)
(Mohammed, Sohn des Musa aus Chwarizm (heute Chiwa), Stadt in Usbekistan)

e revolutionierte die Mathematik in der westlichen Welt durch ein Buch iiber das
indische Zahlensystem und Rechenvorschriften (Addition, Subtraktion, Multi-
plikation, Division, Bruchrechnen, Wurzelziehen). Dieses Buch wird als erstes
Algebra-Buch betrachtet. Bis zu diesem Zeitpunkt wurden rémische Zahlzeichen
verwendet.

e Der arabische (daher filschlicherweise ,arabische Zahlen genannt) Originaltext
ist nicht erhalten.

e Eine erweiterte, lateinische Ubersetzung aus dem 12. Jahrhundert ist erhalten.
Sie beginnt mit den Worten ,Dixit algorizmi laudes deo ...%.

e Fiir viele Jahrhunderte ist dieses Buch Grundlage fiir weitere Standardwerke
iiber das Rechnen.

e Im Lateinischen wird ,,Algorismus®, abgeleitet aus ,algorizmi“ fiir Rechenvor-
schrift benutzt.

Inhalt der Vorlesung:
Grundlegende numerische und diskrete Algorithmen sowie deren Effizienz
und Korrektheit.

Beispiel 0.1 (Berechnung der Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl)
Betrachte zum Beispiel V14 = 3.74165 . .. Wir nutzen die Abschitzung 1 < /n < n,
die fiir jede natiirliche Zahl gilt.

Zur Berechnung der ersten 5 Nachkommastellen von v/14 berechne

1.00000?
1.000012
1.000022

3.74165% = 13.9999447 ...
3.74166%> = 14.0000195...

und stoppe, sobald ein Wert grofer als 14 erreicht wird. Folglich ist 274 167 mal eine
6-stellige Zahl zu quadrieren.
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Sollen k& Nachkommastellen von v/14 berechnet werden, sind mehr als 2 - 10 Rechen-
schritte notwendig.

Eine Berechnung jeder einzelnen Stelle beschleunigt die Rechnung:

1. Stelle 2. Stelle 3. Stelle
12=1 3.12 =9.61 3.71%2 = 13.7641
22 =4 : :

3?2=09 3.7 =13.69 3.74% = 13.9876
42 =16 3.82 =14.44 3.752 = 14.0625

Hierbei sind maximal 9 Rechenschritte pro Stelle nétig. Daher geniigen 9 - (k + 1)
Rechenschritte, um £ Nachkommastellen von v/14 zu berechnen. Zum Beispiel £ = 100:

2 -10'9 Rechenschritte = > 1030 Jahre Rechenzeit
9.101 Rechenschritte = < 1 ms Rechenzeit

Beispiel 0.2 Betrachte die folgende Rekursionsformel:

2k
Jk+1 ZZ——‘Jk'_’Jk—la
X

wobei x = 2.13, Jy = 0.149606770448844 . .. und J; = 0.564996980564127 . .. gegeben
sind. Bestimme den Wert von Jo3 zum Beispiel mit dem folgenden Programm:

Algorithmus 0.3
#include <iostream>

using namespace std;

main()
{ float x=2.13, J[24];

J[0]
J[1]

0.149606770448844240993152327550943526952773236732236;
0.564996980564127346795321590791795201440533992018871;

for (int k=1; k<=22; ++k)
Jlk+1] = 2«k/x * J[k] - J[k-1];

cout << J[23];

Er liefert das Ergebnis —9.15575 - 10'2. Das ist jedoch vollig falsch, richtig wire
1.57037227...- 10722

Was ist das Problem? Computer (wie zum Beispiel Taschenrechner) rechnen mit
einer gewissen Genauigkeit, zum Beispiel float, meist 6 Stellen. Dadurch entstehen




Rechenfehler, die sehr schnell sehr grof werden konnen.

Abhilfe: Benutze Datentypen mit hoherer Rechengenauigkeit, zum Beispiel double
(z.B. 14 Stellen) oder long double (z.B. 18 Stellen). Dies liefert die Ergebnisse 15160.2
beziehungsweise 11835.7, die aber noch immer vollig falsch sind.

Beispiel 0.4 (Multiplikation zweier n-stelliger Zahlen)
Betrachte das Beispiel
8631 - 4297
34524
17262
77679
60417
37087407

Wieviele elementare Rechenschritte erfordert diese Schulmethode?
Wir nehmen an, dass uns folgende elementare Rechenoperationen zur Verfiigung
stehen:

1. Addition von drei Ziffern mit einem zweistelligen Ergebnis. Zum Beispiel 3+ 7+
b5=15o0der 4+ 1+2=07.

2. Multiplikation von zwei Ziffern mit einem zweistelligen Ergebnis, zum Beispiel
7-9=063 oder 4-2=08.

Betrachte zunéichst die Addition zweier n-stelliger Zahlen:

8631 aias ... ay
+ 4297 bzw. allgemein + biby... b,
12928 C1C2C3 ... Cpt1

515283 ... Sp+1

wobei a; + b; + ¢;11 = 10¢; + s; fiir e =n,n—1,...,1 sowie s; = ¢; und ¢,,1 = 0 gilt.
= Man benoétigt also hochstens n elementare Rechenoperationen, um die n+ 1-stellige
Summe zweier n-stelliger Zahlen zu berechnen.

Multiplikation einer n-stelligen Zahl mit einer Ziffer:

8631 - 7
5420

6217

60417

= n Multiplikationen und n Additionen werden gebraucht, da die letzte Stelle einfach
iibernommen wird. Folglich braucht man h&échstens 2n elementare Rechenoperationen,
um das n + 1-stellige Produkt einer n-stelligen Zahl mit einer Ziffer zu berechnen.

Die Multiplikation zweier n-stelliger Zahlen setzt sich zusammen aus n Multiplikatio-
nen einer n-stelligen Zahl mit einer Ziffer und n —1 Additionen von zwei n+ 1-stelligen
Zahlen.
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8631 - 4297
34524 60417 0837207 02563407
17262 = + 77679 =+ 17262 = + 34524
77679 0837207 02563407 037087407
60417

= In jedem Schritt sind zwei n + 1-stellige Zahlen zu addieren.
Man benétigt hchstens n-2n+(n—1)-(n+1) = 3n?—1 elementare Rechenoperationen,
um zwei n-stellige Zahlen zu multiplizieren.

Geht das auch mit weniger elementaren Rechenoperationen?
Jal Nutze dazu Folgendes:
Es seien a = ajasy . .. as, und b = bibs . . . by, zwei 2n-stellige Zahlen. Setze

r__ " o__
a = ayay...ay, a = Apy1Qpa2 ... a2,

b =biby... by, b = bpi1bpis ... boy.
Dann gilt

a-b = (10"-d' +d")- (10" -0 + ")
102"~(a’~b’)—|—10”~(a’~b"+a”~b’)+a”~b”
102n . (a/ . b/) + 10n . ((al _|_ a//) . (b/ + b//) _ a/ . b/ _ a// . b//) + a// . b”.

= Um a-b zu berechnen, reicht es, die drei Produkt o’ -/, " - 0" und (a'+a")- (0’ +0")
zu berechnen. Ansonsten werden nur Additionen bzw. Subtraktionen benotigt.

Man kann zeigen (sieche Ubung), dass dieser Ansatz lediglich 99 - n'*° elementare
Rechenoperationen bendtigt.

n=10%: = Schulmethode: > 3-10" ~ 20 min auf dem PC
obiger Ansatz:  3.4-10" ~ 2 min auf dem PC

Beispiel 0.5 Betrachte folgendes Gleichungssystem:

107207 + 2y = 1
10—20x + 10—20y — 10—20

Subtrahiert man die zweite von der ersten Gleichung, erhdlt man
(2—107")y =1-10"".

Der Taschenrechner liefert y = 0.5. Einsetzen in die erste Gleichung liefert x = 0,
Einsetzen in die zweite Gleichung = = 0.5. Welches Ergebnis ist richtig?
T = 5o = 0.5000... und y = 1290 = 0.4999 .. ..

2—10—20

Man kann mit einem Computer Funktionen wie zum Beispiel sin(z), /z, 2%, In(z), %,

n! usw. berechnen.
Gibt es auch Funktionen, die ein Computer nicht berechnen kann?



Betrachte nur Funktionen f : N — {0,1}. Davon gibt es iiberabzéhlbar viele, zum
Beispiel fiir jede reelle Zahl z € (0, 1) sei f,(7) die i-te Nachkommastelle der Bindrdar-
stellung von x. Es gibt aber nur abzdhlbar viele C++-Programme, denn jedes entspricht
einer endlichen Bitfolge im Speicher eines Computers.

= Es gibt Funktionen f : N — {0, 1}, die kein Computer jemals berechnen kénnen
wird.

Wie sieht eine solche nicht berechenbare Funktion aus?

Sei C' die Menge aller moglichen C++-Programme, wobei jedes Programm eindeutig
durch eine Zahl aus N représentiert wird. Das heift C' C N. Definiere eine Funktion
f:CxC —{0,1} durch

1 falls das Programm, das durch x représentiert wird,
flz,y) = bei Eingabe von y nach endlich vielen Schritten halt

0 sonst.

Gibt es ein C++-Programm, das als Eingabe ein Programm x und eine Zahl y erhalt
und nach endlicher Zeit ausgibt, ob Programm x bei Eingabe y nach endlich vielen
Schritten anhalt?

Angenommen, es gibt ein solches Programm, das f berechnet. Schreibe ein Programm
P, das bei Eingabe von x die Funktion f(z,z) berechnet und anhilt, falls f(z,z) =0
und in eine Endlosschleife lauft, falls f(x,x) = 1.

Was ist der Wert von f(P, P)?

Falls f(P, P) = 1 so gilt nach Definition von f: Programm P stoppt bei Eingabe P.
Nach Konstruktion von P gilt dann aber f(P, P) = 0. &

Falls f(P, P) = 0 so gilt nach Definition von f: Programm P stoppt bei Eingabe P
nicht. Nach Konstruktion von P gilt dann aber f(P, P) = 1. k

= Das Programm P existiert nicht.
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1 Zahlendarstellungen

1.1 Stellenwertsysteme

Zur Zahlendarstellung im Rechner benutzt man sogenannte Stellenwertsysteme. Am
geldufigsten ist uns das Dezimalsystem, bei dem die Ziffern 0,1, ...,9 benutzt werden.
Die Position einer Ziffer innerhalb einer Dezimalzahl ergibt die Zehnerpotenz, mit der
diese multipliziert werden muss, beispielsweise

273 =2-1024+7-10" + 3 - 10°.

(Vergleiche mit der Sprechweise!)

Wir wollen nun allgemeine Stellenwertsysteme betrachten. Ein Alphabet X ist eine
Menge von Symbolen , z.B. ¥ = {0,1,...,9}. Ein Wort iiber einem Alphabet X ist
eine Aneinanderreihung von Symbolen aus .. Die Anzahl der Symbole, die ein Wort w
enthélt, wird als die Ldnge von w bezeichnet. Fiir ¥ = {0,1,...,9} sind zum Beispiel
7248 und 0042 Worte der Lange 4.

Zu einer natiirlichen Zahl b > 1 definieren wir als Alphabet des b-adischen Zah-
lensystems die Menge ¥, = {0,1,...,b — 1}. Die Zahl b wird Basis des b-adischen
Zahlensystems genannt.

Beispiel 1.1
e Das Dezimalsystem benutzt das Alphabet X1 = {0, 1,...,9}. Worte iiber diesem
Alphabet sind zum Beispiel 5, 273 oder 7348. Eine feste Wortlinge, beispielsweise
n = 4, erreicht man durch Hinzufiigen von ,fiihrenden Nullen“: 0005, 0273, 7348.
Im Rechner werden meist Worte fester Liange benutzt (16-, 32-, 64-Bit).

e Yy = {0, 1} ist das Dual- bzw. Bin&ralphabet.
Y5 =10,1,2,3,4,5,6,7} ist das Oktalalphabet,
Y16 =140,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E, F'} das Hexadezimalalphabet. Laut
Definition gilt ¥4 = {0,1,...,15}. Man benutzt jedoch A, B, ..., F anstelle von
10,11, ...,15, um die Notation zu vereinfachen.

Die Basen 2, 8, 16 und 256 sind fiir die Zahlen- und Zeichendarstellung in Rech-
nern besonders wichtig.

e Dariiber hinaus haben die Basen b = 12 (Dutzend), b = 20 (franz.: vingt) und
b = 60 (Zeit- und Winkelrechnung) gewisse Bedeutung.

Natiirliche Zahlen kénnen in b-adischen Zahlensystemen eindeutig dargestellt werden:
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Satz 1.2 (b-adische Darstellung natiirlicher Zahlen)
Seien byn € N und b > 1. Dann ist jede Zahl z € Ny := NU {0} mit 0 < z <" —1
eindeutig als Wort der Ldnge n tiber X, darstellbar durch

wobei z; € Xy fiiri=0,1,...,n—1 ust.

Beweis. Wir beweisen durch Induktion iiber z die Existenz einer solcher Darstellung:
n—1

Induktionsanfang: Fiir 0 < z < b hat z die Darstellung z = >/ z;b' mit z) = =
und z; = 0 sonst.

Induktionsannahme: Jede Zahl z mit 0 < z < z besitzt eine Darstellung der Form
Z=3"Z0 mit Z, € %, fiiri =0,1,...,n — L.

Induktionsschritt: Es gilt z = |z/b] - b + (2 mod b), wobei fiir z € R die untere
bzw. obere Gauflklammer definiert ist durch

|lz] = max{ke€Z|k <z},
[z] = min{k€Z| k> x}.

Setze z := |z/b]. Dann gilt Z < z, da b > 1. Nach der Induktionsannahme hat z
daher eine Darstellung z = Z;:Ol Zbi mit z; € 3, fir i = 0,1,...,n — 1. Wegen
Z2-b<z<b"—1muss z, 1 = 0 gelten. Wir erhalten daher:

n—2
z=Z-b+(zmodb) = b-» Z-b + (z mod b)
1=0

n—1

= ) Zig-b + (2 mod b)
=1

n—1

- S
i=0

mit zp:=zmod bund z; :=2z,_; firi =1,2,...,n— 1.

Es bleibt zu zeigen, dass die Darstellung eindeutig ist. Angenommen ein 2z, € Ny besitzt

zwei unterschiedliche Darstellungen

n—1 n—1
z = zib' = E zZb'.
1=0 1=0

Sei m:=max{i | 0 <i<n-—1mit z; # z;}. Firalle i mit 0 <i <n—1gilt z; >0
und z; < b— 1. Damit folgt z; — z; > 1 — b. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei
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Zm > Zm. Damit gilt

0 = z—z2=> 20— Zb
. i=0 i=0
= Y(zm—Z)
i=0
m—1
> b S (1 - bl
i=0
m—1 m—1
R S s ey
i=0 i=0
—~ 1. k

OJ

Fiir eine Zahl z mit z = Z?:_()l 20" wird hiufig die einfachere Ziffernschreibweise
2 = (Zn—1%n—2...20)p benutzt, fir b = 10 verwendet man die {ibliche Schreibweise
Zn—12Zn—2 - .. 29. Die Ziffern von Binédrzahlen (b = 2) werden Bits (binary digit) ge-
nannt.

Satz 1.2 liefert unmittelbar einen Algorithmus, um fiir beliebiges b die Ziffernschreib-
weise einer Zahl z € Ny zu erhalten:

Beispiel 1.3 Umwandlung von z = 1622 in eine Oktalzahl:

1622 = 202-8+6

202 = 25-8+2
25 — 3.5 (= 1622=(3126)5
3 = 0-8+43

Die Umwandlung einer b-adischen Zahl (z,_1z, 2 ... 20)p in eine Dezimalzahl z erfolgt
gemif z = z;:ol z; - b'. Zur Verringerung des Rechenaufwands nutzt man die Darstel-
lung

n—1
Zzi~bi:zo—l—b-(zl—|—b-(22+...+b-(zn_2+b-zn_1)...)),

1=0

das sogenannte Horner-Schema.

1.2 Darstellung ganzer Zahlen

Wir sind gewohnt, negative Zahlen durch Vorausstellen eines ,,—“-Zeichens zu spezi-
fizieren. In einem Rechner liefe sich dies zum Beispiel dadurch realisieren, dass man
in einem Wort der Linge n das erste Symbol fiir das Vorzeichen reserviert und den
Wert 0 mit ,4+“ und den Wert 1 mit ,—“ identifiziert. Diese Darstellung nennt man
Vorzeichen- oder Betrags-Darstellung.
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Algorithmus 1.4
#include <iostream>

using namespace std;

void OutputBinary (int i)
{ 1if (>0)
{ OutputBinary(i/2);
cout << i % 2;
}
+

main ()
{ int Zahl;

cin >> Zahl;
OutputBinary (Zahl);
cout << endl << hex << showbase << Zahl << endl;

Beispiel 1.5 Wir betrachten Bindrdarstellungen mit n = 4. Die Zahl +5 wird als
(0101), dargestellt, die Zahl —5 als (1101)s. Mit dieser Darstellung lassen sich die
Zahlen

0=(0000);  sowie  —0 = (1000),
1 = (0001), —1 = (1001),
7 = (0111), —7 = (1111),

darstellen. Insbesondere gibt es +0 und —0.

Ein Nachteil dieser Darstellung ist, dass Addition und Subtraktion unterschiedliche
Algorithmen bendtigen.

Definition 1.6 Sei z = (2, 12,_2...20)p eine n-stellige b-adische Zahl.

(i) Kp-1(2) == (Tp1Tp_o...T0)p mit v; ;= b—1— 2z fir 0 < i < n—1 ist das
(b — 1)-Komplement von z.

(ii) Das b-Komplement von z wird mit Ky(z) bezeichnet und ist als die n-stellige
b-adische Zahl (Ky_1(z) + 1) mod b™ definiert.

Beispiel 1.7
o Ko((109)10) = (890)10, o K10((109)10) = (891)10,
o K5((0000)10) = (9999)10, o K10((0000)10) = (0000)10,
o K1((10110);) = (01001)s, o K5((10110),) = (01010),
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Fiir b = 2 nennt man K; das Einerkomplement und K, das Zweierkomplement,
fiir b = 10 heift K9 Neunerkomplement und K,y Zehnerkomplement.

Lemma 1.8 Sei x eine n-stellige b-adische Zahl. Dann gelten:
(i) x4+ Ky_1(z) =b" — 1,
(it) ©+ Ky(z) = 0", falls x # 0,
(117) Kp_1(Kp—1(x)) =z,
(v) Ky(Ky(x)) = .

Beweis.

(i) Sei x = (xy_1Zp_2...20)p. Dann gilt:

n—1 n—1 )
4+ Ky q(x) = Sxb+ > (b—1—z)0

=0 =0
n—1

= Se-p
'rZL:—(i ) n—1

e sz—’_l—ZbZ:bn—l
=0 1=0

(i) Firz #0 gilt: 2 + Kp(z) =2 + Ky () +1=0" -1+ 1 ="
(iii) Ky 1(Kp_1(x)) hat die i-te Ziffer b— 1 — (b— 1 — z;) = x;.
(iv) Fir z = 0 gilt K,(0) = 0. Somit gilt insbesondere K,(K,(0)) = 0. Fiir o # 0 gilt
nach (i) Ky(z) + Kp(Kp(z)) = 0" =z + Ky(z) = Kp(Kp(x)) = .
0

Das b-Komplement nutzt man, um negative Zahlen darzustellen, indem man die nega-
tive Zahl x durch K,(—x) représentiert. Zum Beispiel wird —109 durch K3¢((109)19) =
(891)40 dargestellt.

Woher weifs man aber, ob (891);¢ die Zahl 891 oder die Zahl —109 darstellt?

Falls b = 2 ist, vereinbart man, dass die Zahl (x,_12,_2...%0)2 genau dann eine
negative Zahl reprisentiert, falls x,_; = 1. Der Vorteil dieser Vereinbarung ist, dass
man am ersten Bit erkennen kann, ob es sich um eine negative Zahl handelt.

Beispiel 1.9 Mit 3-stelligen Bindrzahlen werden somit die folgenden Zahlen repra-
sentiert:

000 0
001 1
010 2
011 3
100  —4 (1.1)
101 -3
110 -2

111 -1
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Durch n-stellige Bindrzahlen werden die 2" Werte 0,1,2,...,2" '~1und —1,...,—2""1
reprasentiert. Allgemein vereinbart man, dass man mit n-stelligen b-adischen Zahlen
die Werte 0,1,...,[b"/2| — 1 sowie —1,—2,...,—|b"/2] reprisentiert.

Definition 1.10 Die n-stellige b-Komplement Darstellung einer Zahl z € 7. mit
—|0"/2] <z < |b"/2] — 1 ist definiert als

(Zn—1Zn—2---20)b falls z >0
(Z)Kb =
Ky((zn—12n—2...20)p) sonst,

wobei (Zp—12n—2 - .. 20)p die n-stellige b-adische Darstellung von |z| ist.
Beispiel 1.11 n =2, b = 10:

(17)K10 = 17
(=17 = Ki0((17)10) = (83)10

Beachte: Es gibt Zahlen x, die eine n-stellige b-Komplement-Darstellung besitzen,
aber |z| bzw. —x besitzen diese nicht. Betrachte zum Beispiel n = 2, b = 10. Dann gilt
(—=50)k,, = K10((50)19) = (50)19, aber zur Darstellung von (50)g,, werden 3 Stellen
benotigt.

Satz 1.12 Seien xz, y und x +vy Zahlen, die eine n-stellige b-Komplement-Darstellung
besitzen. Dann gilt:

(z+ YK, = (¥)x, + (Y)x,) mod b".

Beweis. Fiir z > 0 gilt (2)g, = 2. Fir z < 0 gilt (2)k, = Kp(—2) = 0" + 2z (nach
Definition 1.10 und Lemma 1.8 (ii)). Daraus folgt z = (2)g, (mod b").

Also gilt (z+y)k, =2 +y = (2)k, + (y)k, (mod b").

= (x+y)k, = (@)K, + (V) K, + - 0" mit a € Z.

Da nach Voraussetzung z, y und x + y zwischen —|b™/2] und [b"/2] — 1 liegen, folgt
die Behauptung und es gilt « = 0 oder a = —1. U

Beispiel 1.13 n =2, b = 10:
Addition von 17 und —34:

(17 k,, =17, (=34)k, =66, = 17+66 =83 = (—17)k,,-
Addition von —17 und 34:
(=17 k,, =83, (34)k,, =34, =83+ 34=117= 17 (mod 100).

Es kann also ein Ubertrag entstehen, auch wenn z, y und z + y jeweils eine n-stellige
b-Komplement-Darstellung besitzen.
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Der Vorteil der b-Komplement-Darstellung liegt darin, dass sich die Subtraktion auf
die Addition zuriickfiihren l&sst:

Satz 1.14 Seien x, y und v —y Zahlen, die eine n-stellige b-Komplement-Darstellung
besitzen. Dann gilt:

(r =Yk, = (¥)r, + Kp((y)k,) mod b".
Beweis. Es gilt © —y = 2 4+ (—y). Nach Satz 1.12 gilt daher
(z —y)r, = (¥)x, + (—y)x, mod b".

Es reicht also zu zeigen, dass (—y)x, = Ki((v)x,) gilt.

y>0 = (—y)r, = Ky) = K((y)x,)

ef. L.1.8 (iV) ef.
y<0 = (=), = —y 2V KK (—y) E Ky((y),)-

Beispiel 1.15 n =2, b = 10:
17— 8: (17 = 8)kyo = (9)x,, = 09
(17 ko + K10((8)kyy) = 17 + K10(8) = 17 4 92 = 109

17 — 34 : (17 = 34) gy = (—17) g, = K10(17) = 83
(17>K10 —|— K10<<34>K10) - 17 —|— K10<34) - 17 —|— 66 — 83

(=17) = (=34) : ((=17) = (=34)) ;o = (17) gy, = 17
(=17) k30 + K10((—=34) k1p) = K10(17) + Ki0(K10(34))
=83+34 =117

Bemerkung: Rechnen mit b-Komplement-Darstellung entspricht Rechnen modulo 6™:
000

11 0 001
1| 110+ =2 24010 |+

/
101 iy 011
100
Die folgende Tabelle gibt die wichtigsten C++-Datentypen fiir ganze Zahlen wieder. Die

Darstellung der Zahlen erfolgt im Zweierkomplement, sodass sich die jeweils kleinste
und grofste darstellbare Zahl aus der Anzahl der Bits ergibt.
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Datentyp | Mindestanzahl Bits | Anzahl Bits fiir g++ Anzahl Bits g++
nach C++ Standard | unter Windows XP | fiir unter 64 Bit Linux

short int 16 16 16
int 16 32 32
long int 32 32 64

1.3 Darstellung reeller Zahlen

In Analogie zur b-adischen Darstellung natiirlicher Zahlen besitzen auch reelle Zahlen
eine b-adische Darstellung.

Beispiel 1.16
1=03333...=3-10""+3-10724+3-10% + ...

b=2: 1( 1)2:4%( %) 1}1,... o
5:4=3=1+3= 3=1(0.010101...); = (0.01)s.
Was ist die Bindrdarstellung von 0.37
2:03 = 0406
2:.06 = 1402
2:02 = 0+04 _
2.04 — 0408 (~ 0.3 = (0.01001)4
2:06 = 1+0.2
2:02 = 0+04 )
Welche Zahl stellt (0.01), dar?
1 1 1 1 «
0.01 -+ -+ = =—>» 27'=-=(01
(0002 =7 +3+ 75+ 2Z (0-1),

Satz 1.17 (b-adische Darstellung reeller Zahlen)
Sei b € N mit b > 1. Dann besitzt jede reelle Zahl x # 0 genau eine Darstellung der

Form
oo
r=oc-b". g z;- b
i=1

mit o € {—1;41}, N € Z und x; € {0,1,...,b— 1}, sofern man von den Zahlen x;
zusdtzlich verlangt, dass x1 # 0 und dass es zu jedem n € N einen Index i > n gibt
mit v; # b — 1. (%)

Beweis. Sei x € R, x # 0. Dann gilt 0 = —1, falls + < 0, und o = +1, falls x > 0. Es
reicht daher, den Satz fiir x > 0 zu zeigen.
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Fiir beliebige x; mit z; € {0,1,...,b— 1}, die (x) erfiillen, gilt

0 » 0 . 1
;xb <;(b—1)- (b—1 Zb =(b-1) 37— =1

Somit muss N so gewihlt werden, dass b > z gilt. Wegen 1 # 0 gilt weiter
>0t =0V = PN < <.

= N :=min{k € Z | x < b*} ist eindeutig festgelegt.
Setze ay := b~z und definiere rekursiv fiir ¢ € N:

=la;-b] und a;11:=a;-b— .

Dann gilt 0 < a; < 1 fiir i € N, denn aus bV ! < o < bV folgt b= < a; < 1 und
aiv1 = a;-b—|a;-b| < 1. Zudem gilt z; € {0,1,...,b6— 1}, da z; = |a; - b].
Behauptung: Es gilt a; = i T b b7 - ay,y fiir alle n € Ny, (%)
Induktionsanfang: n = 0: 1_21 =b" a; =a.

Induktionsannahme: a; = i T b 0T A,

Induktionsschritt: a,,., = 0:; cb—Xpi1 = b ape1 = apio + Tpaa-

= a; = Ty b7 ") (b))

2

= Z Z; - b_i + b—(n—i—l) . (CLn+2 + In+1)
i
>

b + b n+1 CL,—H_Q.

Ausag — > @ b7 =b""a,41 und 0 < a,41 < 1 folgt

0 S aq —lebil <b™"
i=1
Fir n — oo folgt weiter a; = Y oo, @; - b™". Da x = bV - ay ist, folgt schlieflich
xr = bNZ[I)z b

=1

Nachweis von (x):
Angenommen x; = b — 1 fiir alle i > n.

szb +Zb—1 leb +b"

i=n-+1
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Wegen (xx) gilt a, 41 =1 & zu 0 < apq < 1.
Damit ist die Existenz bewiesen.

Beweis der Eindeutigkeit:
Die Eindeutigkeit von N wurde bereits gezeigt. Angenommen es gilt:

yc:bNixi-bi :bNiyi-bi = Z(xi—yl-) b =0.
i=1 i=1 i=1

Sei n der kleinste Index mit z,, # y,. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei vy, —
T, > 1.

= Tp—Ynt Z (wi_yi)'bn_i
i=n-+1
< 1+ 3 (b—1).p
i=n+1
— _l41-=0.

Daher muss iiberall Gleichheit gelten, also insbesondere z; —y; = b — 1.
= x; =b—1und y; = 0 fiir 7 > n. k zu (). O

Da in einem Rechner nur endlich viele Stellen einer reellen Zahl dargestellt werden
konnen, nutzt man in Anlehnung an Satz 1.17 die folgende Darstellung:

Definition 1.18 Fine b-adische m-stellige normalisierte Gleitkommazahl hat die
Form
T = UZL» S e
i=1

mit dem Vorzeichen o € {—1;+1}, der Mantisse > ;" x; - b*~*, der Basis b und dem
Ezponenten e € Z. Dabei wird x1 # 0 vorausgesetzt (Normalisierung).

Beispiel 1.19 Fiir b = 10 hat die Zahl 136.58 die normalisierte 5-stellige Darstellung
136.58 = 1.3658 - 102.

Die Zahl % besitzt fiir b = 10 keine Darstellung als m-stellige Gleitkommazahl. Die
Zahl 0 besitzt keine Darstellung als normalisierte Gleitkommazahl.

Fiir die Darstellung im Rechner sind geeignete Werte fiir b, m und den zuldssigen
Bereich fiir e zu wéhlen. Dies definiert die Menge der Maschinenzahlen

F = F(ba M, €min, emax)-

Im IEEE-Standard 754-1985 (IEEE - The Institute of Electrical and Electronics En-
gineers) wird beispielsweise ein Datentyp double mit b = 2, m = 53 und e €
{—1022,...,1023} definiert. Zur Darstellung einer solchen Zahl werden 64 Bits beno-
tigt: 1 Bit fiir das Vorzeichen, 52 Bit fiir die Mantisse sowie 11 Bit fiir den Exponenten.
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Da wegen der Normalisierung das erste Bit immer den Wert 1 hat, kann dieses weg-
gelassen werden. Es wird daher ,hidden bit* genannt. Fiir den Exponenten wird die
sogenannte ,,Bias“-Darstellung benutzt:
Eine Konstante (Bias) wird hinzuaddiert, um alle Exponenten positiv zu machen. Im
konkreten Fall wird 1023 hinzuaddiert.

Die Abspeicherung in Bits fiir die normalisierte Gleitkommadarstellung sieht wie folgt
aus:

1Bit 11 Bit 52 Bit
o | e+1023 | Ty L3 ... 53

Die freien” Exponenten —1023 und 1024 (= 0 und 2047 in Bias-Darstellung) werden
benutzt, um 4+0 und +oo zu kodieren sowie fiir denormalisierte Zahlen und NalNs
(Not a Number).

Die grofte so darstellbare Zahl ist
Frax(2,53,-1022,1023) =1.1...1-21923 = (2 — 2752). 21023 — 91024 _ 9971
——

52
~ 1.7976931 - 1038,

Die kleinste positive Maschinenzahl ist

Fin(2,53,-1022,1023) = 1.0 - 27'%%% & 2.2250739 - 107°%.

Da es nur endlich viele Maschinenzahlen gibt, muss man sich mit gerundeten Darstel-
lungen von reellen Zahlen zufrieden geben:

Definition 1.20 Die Abbildung rd : R — F'(b, m, €min, Emaesz) ordnet jeder reellen Zahl
x eine Maschinenzahl rd(x) zu, sodass gilt:

|z —rd(z)| = min |z — al.

Beachte: rd ist nicht eindeutig festgelegt, da zum Beispiel in F'(10,2,0,2) die Zahl 12.5
auf 12 oder 13 gerundet werden kann. Ublicherweise wird 2 zur betragsmifig groferen
Zahl gerundet, falls x genau zwischen zwei Maschinenzahlen liegt.

IEEE 754-1985 fordert: x wird so gerundet, dass die letzte Stelle gerade wird, also
zum Beispiel rd(12.5) = 12, rd(13.5) = 14. Im Zweifelsfall wird genauso oft auf- wie
abgerundet, um Effekte wie ((12 4 0.5) —0.5) + 0.5 — ... — 00 zu vermeiden.

Definition 1.21 FEs seien x, T € R, wobei z eine Ndherung von x sei. Dann heif$t
x — 7 der absolute Fehler und “—* der relative Fehler, falls v # 0.

Definition 1.22 Die Maschinengenauigkeit eps ist der betragsmdfsig mazimale re-
lative Fehler, der auftritt, wenn x durch vd(z) ersetzt wird, fir Fum < |z] < Frhax-
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Satz 1.23 Fir Maschinenzahlen F' = F(b,m, €min, €maz) st die Maschinengenauigkeit
1 1—-m
eps =5 -b ",

Beweis. Sei © =0+ Y 7, ;- b' 7 mit 21 # 0 und Fiuin < & < Finax. Dann sind
' =b°- Z z; -0 und 2" =0°- (Z 2 b T 4T
i=1 =1

in £ und es gilt 2’ <z < 2.
Nun gilt |z —rd(2)| < §|o’ — 2" = § - b° - b*~™. Wegen x; > 0 gilt « > .

r —rd(x)

N | —

O

Eine Maschinenzahl x hat s signifikante Stellen, falls fiir jede Zahl y mit rd(y) = =
gilt:

1
_ < . bl—s.
v —yl=3
Beispiel 1.24 Fiir den durch TEEE 754-1985 definierten Typ double gilt:
1
eps = 3 - 2752~ 1.11- 107,
d.h. man hat 16 signifikante Stellen in der Dezimaldarstellung.

Bemerkung 1.25 Es gilt rd(z) = z - (1 + ) mit |¢| < eps, da

xr —rd(z)

r—x-(1l+¢)
x

= le| < eps.
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2 Fehleranalyse

2.1 Rechnerarithmetik

Wegen der nur endlich vielen Maschinenzahlen entstehen Fehler nicht nur bei der
Eingabe von Daten (zum Beispiel ist 0.1 nicht exakt mit endlich vielen Stellen binér
darstellbar), sondern auch bei den elementaren Rechenoperationen +, —, - und /.

Beispiel 2.1 Sei F' = F(10,3,-5,5).
Wihle o = 4.518 - 10! = 45.18 und y = 1.875 - 10° = 1.875. Dann sind

r+y = 47.055 4.7055-101 ¢ F

r—y = 43305 = 4.3305-10! ¢ F
-y = 84.7125 = 847125-10! ¢ F
x/y = 24.096 = 2409-10' ¢ F

Sei o eine der vier Operationen {+,—,-,/}. Wie Beispiel 2.1 verdeutlicht, gilt fiir
x,y € F nicht notwendigerweise x o y € F. Stattdessen wird auf dem Rechner eine
Ersatzoperation © ausgefiihrt, sodass © © y € F gilt. Wir nehmen im Folgenden an,
dass

Annahme 2.2 ry=rd(zoy).

Dies wird zum Beispiel vom TEEE-Standard 754 gefordert. Zudem wird dies dort auch
fiir die Wurzelfunktion, nicht aber fiir zum Beispiel sin(x), exp(z) etc. vorausgesetzt.
Das heifst, die Annahme ist, dass = o y zunéchst exakt berechnet und dann auf die
nédchste Maschinenzahl gerundet wird.

Beachte: Zur Berechnung von x®@y muss zoy nicht notwendigerweise berechnet werden.

Gemaéf Annahme 2.2 und Bemerkung 1.25 gilt fiir den relativen Fehler

rd(zoy) —zoy
Toy

< eps.

r@Yy—xoy B
oy N

Das Kommutativgesetz fiir Addition und Multiplikation gilt auch in der Rechnerarith-
metik, das Distributiv- und Assoziativgesetz gelten jedoch im Allgemeinen nicht.

Beispiel 2.3 Sei I’ = F(10,1,-5,5). Wihle x = 4.1-10°, y = 82-107! und z =
1.4-107t. Dann sind

(rdy)®dz = 49®0.14 = 5.0
@ (y D 2) 41®0.96 = 5.1
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2@ (y®2) — 41®096 = 3.9
(rOy)®(xez) = 340057 = 4.0

= Mathematisch dquivalente Ausdriicke kénnen bei Ausfiihrung in Rechnerarithmetik
zu wesentlich unterschiedlichen Ergebnissen fiihren, auch wenn der Input als Maschi-
nenzahlen darstellbar ist.

2.2 Fehlerfortpflanzung

Bei der Fehlerfortpflanzung untersucht man, wie sich Fehler in den Eingabedaten im
Laufe der Berechnungen fortpflanzen. Man untersucht welcher Fehler bei exakter
Auswertung der fehlerhaften Eingabedaten auftritt.

Das folgende Lemma gibt Auskunft dariiber wie sich Fehler bei den Grundrechenarten
fortpflanzen.

Lemma 2.4 Es seien © und y die mit relativen Fehlern €, bzw. €, behafteten Werte

fiir x und y. Dann gilt fiir den relativen Fehler e, :ZM;T(;C@ mit o € {+,—,-,/}
T Y
€ = Ex- + &y - ,
* Tty Yoty
T Y
E. = €g- — &y :
T —y r—y
E. = Epxt+EytEg- gy,
€z — Ey
g = .
/ 1 —¢,
Bevveis.Esgilt:ggE:I%g = z-g,=2x—2 = z=u-(1-¢,). Analog folgt
y=y-(1—¢).
o x+y—(5+@_:U+y—(1—5x)~$—(1—€y)-y_ex-x+5y-y
! Tty T4y r+y x+vy
£_ analog,
Lo vy-Ty ry-(-e)a(l-g)y
' x-y x-y
= 1-(1—-¢€,) - (1—¢y) =€+, —€s- €y,
. - vfy—zfy _x/y—((L—c)-2)/(1—¢)-y)
z/y z/y
_ 1_1—5$:1—5y—1+5x:5x—5y.
1—¢, 1—¢, I —¢,
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Bei - und / addieren bzw. subtrahieren sich die relativen Fehler im Wesentlichen. Bei
+ und — kann der relative Fehler jedoch sehr verstarkt werden, falls |« £ y| sehr klein
in Relation zu |z| und |y| ist. Dieser Effekt heift Ausléschung und es gilt ihn so weit
wie moglich zu vermeiden.

Beispiel 2.5 Betrachte die quadratische Gleichung

2* +pr+q=0.

Dann sind 715 = —5 £ 4/ (g)2 — ¢ die beiden Nullstellen. Berechne fiir p = 200, ¢ = 9
und rechne mit drei signifikanten Stellen.

x12 = —100 £ V1002 — 9 = —100 &+ v/9991 = —100 & 99.95498 ... ~ —100 + 100.

= 1 =0 und zs = —200.

Richtig wére 1 = —0.0450 und 25 = —200, wenn das Ergebnis mit drei signifikanten

Stellen angegeben werden soll.

Gemik (z — 1) - (x —x0) =2 — (1 +22) v+ 21 20 =22+ p- 2w+ qgilt 1y = x%.
q 9

Besser wire es daher gewesen, zunéchst zo und dann x; = 7 = o0 = 0 045 zu

berechnen, um die Ausléschung bei der Berechnung von z; zu vermeiden.

Bei der Fehleranalyse unterscheidet man drei Arten von Fehlern:

1. Datenfehler: Um ein Rechenverfahren zu starten, ben6tigt man zunéchst Ein-
gabedaten. Diese sind im Allgemeinen ungenau (z.B. Messdaten) oder lassen sich
nicht genau im Rechner darstellen. Anstelle von einem Eingabewert x hat man
also einen gestorten Eingabewert 2. Selbst bei exakter Rechnung kann man also
kein exaktes Ergebnis erwarten.

2. Verfahrensfehler: Viele Rechenverfahren liefern selbst bei exakter Rechnung
nach endlich vielen Schritten keine exakten Losungen sondern néhern sich einer
solchen nur beliebig genau an. Der dadurch verursachte Fehler heifst Verfahrens-
fehler.

3. Rundungsfehler: Wegen der begrenzten Rechengenauigkeit sind alle Zwischen-
ergebnisse gerundet. Dies kann zu extremen Verfilschungen des Endergebnisses
fithren (siehe Beispiel 0.2).

Definition 2.6 Bei der Vorwartsanalyse untersucht man, wie sich der relative Feh-
ler im Laufe einer Rechnung akkumuliert.

Bei der Riickwdrtsanalyse wird jeder Rechenschritt als exakter Rechenschritt auf ge-
storten Daten interpretiert und es wird abgeschdatzt, wie grof8 die Fingangsdatenstorung
18t.

Beispiel 2.7 Betrachte die Addition zweier Zahlen:

Vorwirtsanalyse: t &y =rd(z+y) = (x+y)- (1 +¢) mit |¢| < eps nach Bemerkung
1.25.

Riickwirtsanalyse: : @y = z-(1+¢)+y-(1+¢) = £+ y mit || < eps und
T=xz-(1+e)undy=y-(1+¢).
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Beispiel 2.8 Berechne Y " | a; - b; fiir a;,b; € R.

Seit;:=a,®b;=a;-b;- (1+¢;) mit |g;| <eps,i=1,...,n.

Sii=8i_1 D t; = (si-1 +t;) - (1 4+ ) mit || <epsfiri=2,...,nund s; := ;.
Dann gilt:

S1 = a1~b1~(1+61),

So = (ay1-by-(I+e1)4+ag-by-(14¢e3)) (14+72)
= ap-bi-(T+er) - (1+7)+taz-by- (14e2) (1+72),

s3 = a1-by-(14+e1)- T+7) - (1+v)+ax-by- (14+¢e2) - (1+7)  (14+73)
+a3-b3-(1+€3)~(1+73),

(1 +7),

=

Sp = Zazb@(l%—sz)
i=1

J=1

wobei 7y, := 0 ist.

Bei der Riickwiértsanalyse werden die Fehler als gestorte Eingabedaten interpretiert:
b =b; - (1+6;).

= 1+6=~1+e) [[j_1+7%).

= (1 —eps)" ™2 <1+ < (1+eps)" 2.

Nun gilt mit der Bernoulli’schen Ungleichung ((1 —z)" > 1 —n-x):

0 > (1—eps)" " —1
> 1—(n—1+2)-eps—1
= —(n—1i+2)-eps
und
5@‘ S (1+eps)” +2
_ (1 +€pS)n +2 ( eps)n7i+2 1
(1 — eps)n—it2
B (1 _ epSQ)n i+2 )
(1 —eps)n—it2
1
< , -1
~— 1—-(n—i+42)-eps
~ (n—i+2)-eps
 1—-(n—i+2)-eps’
(n—1i+2)-eps n
6 |_1—(n—z+2) eps und sy =3 i a (1+0:)

2.3 Kondition und Stabilitat

Es sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Wir wollen den relativen Fehler
berechnen, der bei der Auswertung von f an der mit relativem Fehler £ behafteten
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Stelle z auftritt:

flate) = f@) _flate)—f@) sx o0 oew xfi()
7] s @) @) =5 @)

Definition 2.9 FEs sei f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die
Konditionszahl von f an der Stelle x definiert als x}fc(;g)x) Falls die Konditionszahl
betragsmdfsig grofs ist, so heifit das Problem schlecht konditioniert, andernfalls gut
konditioniert.

Beispiel 2.10

e Sei f(r) = z + a. Dann ist die Konditionszahl —%—. Das Problem ist schlecht
konditioniert, falls |« + a| sehr klein im Verhéltnis zu x ist (Auslschung).

e Sei f(z) = a-x. Dann ist die Konditionszahl % = 1. Folglich ist das Problem
immer gut konditioniert.

e Sei f(x) = y/z. Dann ist die Konditionszahl
Problem stets gut konditioniert.

ol
—
B

x-

= % Somit ist auch dieses

B

Definition 2.11 FEin Algorithmus A heifst numerisch stabiler als ein Algorithmus
B zur Berechnung von f(x), falls der Gesamteinfluss der Rundungsfehler bei A gerin-
ger als bei B ist.

Es gilt:
e Kondition: Eigenschaft des Problems
e Stabilitdt:  Eigenschaft des Algorithmus

Ist ein Problem schlecht konditioniert, so kann kein Verfahren verhindern, dass sich
Eingabefehler vergrofern.



3 Dreitermrekursion

Definition 3.1 Eine Dreitermrekursion ist eine Rekursion der Form
xk+1+ak-xk+bk-xk_1+ck:0, k:1,2,

fur Koeffizienten ay, b, c, € R. Gilt ¢, = 0 fiir alle k, so heift die Dreitermrekursion
homogen.

Bei angegebenen Anfangswerten xy und z; lassen sich alle weiteren x; aus der Rekur-
sionsgleichung bestimmen.

In Beispiel 0.2 haben wir die Rekursionsgleichung Ji,, = % - Ji — Jp_1 betrachtet. In
obige Form gebracht, schreiben wir diese als xj; — % - + xp_1 = 0, das heift, es
gilt ap = —%, b, =1 und ¢, = 0.

Wir haben bereits gesehen, dass die Auswertung der Rekursionsgleichung sehr instabil
ist, und wollen nun untersuchen, woran das liegt. Dazu betrachten wir die homogene
Dreitermrekursion

Thi1+a-xp+b-xp =0, k=1,2,...

mit konstanten Koeffizienten a,b € R.

Wir gehen davon aus, dass z( fest gegeben ist und x; variiert, das heifst, wir betrachten
die Funktionen fy(x1) = =z fiir £ = 2,3,... und berechnen die Kondition von f; an
der Stelle zp in Abhéngigkeit von a, b, xo und k.

Beispiel 3.2 Betrachte die Dreitermrekursion
;Uk+1—2'l’k—2'l’k,1:0

mit zo = V3, 1 = V3 — 3. Welchen Wert hat 107
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Algorithmus 3.3
#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;

main ()
{ double x[101];

x[0]
x[1]

sqrt (3);
sqrt (3)-3;

for (int k=1; k<=99; ++k) x[k+1] = 2*xx[k] + 2*x[k-1];

cout << x[100] << endl;

by

Das Programm liefert das Ergebnis —2.23547 - 10%". Der folgende Satz hilft uns, das
richtige Ergebnis zu ermitteln:

Satz 3.4 Es seien \; # Ny die Nullstellen des Polynoms \* +a - X+ b= 0. Dann ist
die Losung der Dreitermrekursion
Tpy1+a-xp+b 251 =0, k=1,2,...
gegeben durch
TR =a- A+ 35,
wobei sich o und B durch die Gleichungen o+ = xg und a- A\ + - Aa = x1 definieren.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber k:
Induktionsanfang: k=0: zo=a- AN+ 8\ =a+ 3
k=1 x;=a- -\+pA\

Induktionsannahme: Es gelte 7, = o - A} + 3 - \&
Induktionsschritt:

0 = zppta- (- MN+3- M) 40 (- X714 30571
Tppr+a- A7 (@ M +b)+ 8- M (@ A+ b)
T+ AT (AT AT (<AD)
= zpp—a- AT =g AT

= Tpp=a- AN g AT O

Bemerkung 3.5 Aus a+ = 2o und a - \; + Ay = 21 berechnen sich o und ( zu

Il—)\l'l’o Il—)\g'.fo
ﬁ:— und a=—-—"—

)\2—)\1 )\2_)\1
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Beispiel 3.6 Wie in Beispiel 3.2 betrachten wir die Dreitermrekursion
J]k+1—2'l’k—2'$k_1 =0

mit zy = V3, z1 = v/3 — 3. Es gilt also a = b = —2. Das Polynom A\? — 2 - X\ — 2 hat
die Nullstellen A\; = 1+ v/3 und )y = 1 — /3. Wir erhalten somit:
. VB-3-(1-VB3)- VB
1-V3—(1+V3)

und

ﬁ_\/§—3—(1+\/§)-¢§_\/§—3—\/§—3_ 6 _ 5
o 1I-VB-(1+V3) 1-VB-1-V3 2.3

= Ti00 = 4.9281...- 107 statt —2.23547 - 10*".

Das folgende Programm berechnet x199 gemék Satz 3.4.

Algorithmus 3.7
#include <iostream>

#include <cmath>

using namespace std;

main ()
{ double a = -2, b = -2, x[101], alpha, beta, lambdal, lambda2;

x[0] = sqrt(3);

x[1] = sqrt(3)-3;

lambdal = -a/2 + sqrt(a*a/4 - b);

lambda2 = -a/2 - sqrt(a*a/4 - b);

alpha = (x[1] -lambda2#x[0]) / (lambdal - lambda2);
beta = x[0] -alpha;

for (int k=2; k<=100; ++k)
x[k] = alpha * pow(lambdal, k) + beta * pow(lambda2, k);

cout << x[100] << endl;

Das Ergebnis ist —4.47054 - 10?7, es ist also immer noch falsch.

Was ist das Problem?

Es gilt a = 0, aber das Programm berechnet o zu —1.00342 - 1071°. Wegen \; =
2.73205. .. ergibt sich damit das falsche Ergebnis.

Wir untersuchen nun die Kondition der Dreitermrekursion:
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Satz 3.8 Gegeben sei die Dreitermrekursion xp1+a-vp+b-xp 1 =0 firk=1,2,...
mit a, b € R und gegebenem xo € R. Die Funktion fy(x1) gebe den Wert von xy in
Abhdngigkeit von x1 an. Damit gilt

lim (951 ) f;@(%)) _ {xla}l_xo falls 21 # M1 - 2

Jr(z1) +oo sonst,

k—o0

wobei \; und Ny die Nullstellen von X\* + a - X\ + b mit |[Ng] > |\| sind.
Beweis. Nach Satz 3.4 und Bemerkung 3.5 gilt:

fr(xy) = a-)\]f+5-)\]§

T1 — Ay Zo T1— A1 Tg

= = T2 DNk \E
VS VO B VO VR
1
= )\1_)\2()\]f(xl—)\zxo)+>\12€()\1$0—xl))
/ . 1 k __ \k
fk(‘rl) - )\1 _ )\2 ()\1 >\2)
fi(@1) Af— A§
£y - = 1% %
fk:(xl) )\1 . (Il —)\2‘£C0)+)\2 . ()\1 '1'0—1'1)
. = 2
I OV A S VD BB LW
T+ xg - —/\5.;\%:3\2/\2
- F_aFly,
T1— A - T - %
Nun gilt:
k k—1 1— (2 o
A5 — Ao A} b
)‘S - Alf 1— <ﬂ>k
2
1_<ﬂ>k_1
Fiir [Ao| > |\ gilt limy Ail — | =1
1-(3%)
= lim (1'1 . fl/g(xl)) - zl_gg\lrsco falls @, 7é A1 - o
oo fr(z1) +00 sonst.

g

Beispiel 3.9 Wir betrachten nochmals die Dreitermrekursion aus den Beispielen 3.2
und 3.6:
$k+1—2'$k—2‘£€k,1:0
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mit 2o = V3, 11 = V3 —3. Es gilt Ay = 14+ v/3, \; = 1 — V3, A2 > [A\i|. Wegen
1 =3 -3=+3-(1—-+/3) =\ ist die Kondition dieses Problems fiir k — oo
unbeschrankt.

Bemerkung 3.10 Falls z; = \; - g, so erhdlt man

Il—)\g'l'o )\1'LL’0—)\2'$0
=0 d = = = Zo.
6 un (67 /\1_>\2 )\1_)\2 Lo

Damit ist die Losung der Dreitermrekursion in diesem Fall 7, = a- A} +3-\5 = 24 A
Wegen |Xo| > |Ai| gilt [Ao|® > |A|*. Falls also Z; Néherung von z; = \; - 2 ist, so
ist 3 # 0 und B -\ dominiert die Loésung und fiihrt daher zu einem beliebig falschen
Ergebnis.



4 Der euklidische Algorithmus

Der euklidische Algorithmus (~ 300 vor Christus, Buch VII der ,Elemente®) erlaubt
das effiziente Berechnen von kgV und ggT zweier Zahlen.

Beispiel 4.1
118 165 48 117 13

6 15 90 90 90 10’

beziehungsweise
11 8 5 16 39 13

6 15 30 30 30 10
= Beim Bruchrechnen bestimmt man gekiirzte Darstellungen mittels ggT- und kgV-
Berechnungen. Ahnliches gilt fiir den Vergleich zweier Briiche, zum Beispiel
861 1029 7

1107 1323 9

Definition 4.2 Es seien a,b € Z. Dann ist a Teiler von b (Schreibweise: alb), falls
es ein 'k € Z gibt mit b = k - a. Mit ggT(a,b) bezeichnen wir die gréfite Zahl x € Ny
mit x|a und x|b, wobei ggT(0,0) als O definiert ist.

Algorithmus 4.3
#include <iostream>

using namespace std;

main ()
{ int a, b, ggT;

cin >> a >> b;
for (ggT = min(a,b); (a % ggT '= )| (b % ggT != 0); --ggT);

cout << "ggT = " << ggT << endl;

Algorithmus 4.3 kann sehr lange brauchen. Berechnet man zum Beispiel ggT(10'2,1012—1),
so wird die for-Schleife 10'2 — 1 mal durchlaufen.
Geht das auch schneller?
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Lemma 4.4 Sind a,b € Ny mit a > b, so gilt ggT(a,b) = ggT(a —b,b).
Beweis. Fiir Zahlen r, s, t € Z gilt:
rls und r|t folgt rls—t, (*)

denn s=«a-rundt=[(-r mit o, 3 € Z.

= s—t=a-r—0-r=(a—0)-rund a— € Z.

Nach Definition gilt: ggT(a,b)|a und ggT(a,b)|b. Mit (%) folgt ggT(a,b)|a — b.

= ggT(a,b) ist Teiler von b und a — b und somit ggT(a,b) < ggT(a — b,b). Nach
Definition gilt: ggT(a — b,b)|a — b und ggT(a — b, b)|b

= wegen (x) und ggT(a — b,b)| — b gilt ggT(a — b,b) teilt a — b — (—b) = a.

= ggT(a—b,b)|a und ggT(a — b,b)|b und somit ggT(a — b,b) < ggT(a,b).

= ggT(a—0b,b) =ggT(a,b). O

Beispiel 4.5 ggT(10'2,10'2 —1) = ggT (1,10 — 1) = 1. Die Anwendung von Lemma
4.4 ist nicht notwendigerweise schneller als Algorithmus 4.3.

Korollar 4.6 Sind a,b € Ny mit a > b, so gilt ggT(a,b) = ggT(a mod b,b).

Beweis. Es gilt: a mod b =a — |a/b] - b.

Induktion iiber |a/b]:

Induktionsanfang: |a/b] =1: = amodb=a—10

Induktionsschritt: Gelte ggT(a,b) = ggT(a — k- b,b) mit k < |a/b].

= ggT(a,b) =ggT(a—k-b—0b0) =ggT(a— (k+1)-b,b). O
Beispiel 4.7 ggT(610,407) = ggT(407,203) = ggT(1,203) = ggT(1,0) =1,
geT(610,377) = goT(377,233) = goT(233,144) = ggT(144,89) = ggT(89,55) =
geT(55,34) = ggT(34,21) = ggT(21,13) = ggT(13,8) = ggT(8,5) = ggT(5,3) =
8gT(3,2) = ggT(2,1) = ggT(1,0) = L.

Fiir eine genaue Laufzeitanalyse von Algorithmus 4.8 bendtigen wir zunichst die
Fibonacci-Zahlen F; fiir : = 0,1,2, ..., gegeben durch F; :=0, F} := 1 und

Fopn=F,+F,; firn>1
Die ersten 11 Fibonacci-Zahlen sind: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.

Lemma 4.9 Es gilt:

re () - (51))

Beweis. Induktion tiber n: (oder Satz 3.4 anwenden)

Induktionsanfang: n = 0 und n = 1: klar.



4 Der euklidische Algorithmus 33

Algorithmus 4.8
#include <iostream>

using namespace std;

int ggT(int a, int b)
{ if (b==0) return a;

else return (ggT(b, a % b))
}

main ()
{ int a, b;

cin >> a >> b;
cout << "ggT = " << ggT(a,b) << endl;

Induktionsschritt:
F%+1 = [+ F.

n n—1 n n—1
L[ [1+V5 N 1++5 C(1=VBY (145
VG 2 2 2 2
n—1 n—1
1 14++5 1++5 1-+5 1-+5
= — : +1] - : +1
NG 2 2 2 2
n+1 n+1
1 (15T (1=vB\"
VG 2 2 ’
2 2
da 185 1 = 346 - <1+2‘/5) und 155 41 = 36 = <—1’2‘/5) O

Lemma 4.10 Fualls a > b > 1 und Algorithmus 4.8 k > 1 rekursive Aufrufe macht,
so gilt a > Fjio und b > Fjiq.

Beweis. Induktion iiber k:

Induktionsanfang: k=1:Esgiltb>1=F,unda>0b. = a>2=F;.
Induktionsschritt: Sei die Aussage wahr, falls hochstens k£ — 1 rekursive Aufrufe
erfolgen. Wegen @ > b > 1 und k > 0 ruft ggT(a,b) rekursiv ggT(b,a mod b) auf. Die
Berechnung von ggT(b, a mod b) erfordert k — 1 rekursive Aufrufe.

= b > Fy,q1 und a mod b > Fj.

Es gilt a = |a/b] - b+ (a mod b) > b+ (a mod b) > Fyyq + Fr = Frio O

Satz 4.11 (Satz von Lamé) Fulls a > b > 1 und b < Fy.1, so macht Algorithmus
4.8 weniger als k rekursive Aufrufe.
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Beweis. Folgt sofort aus Lemma 4.10. 0

Bemerkung 4.12 Es gilt %g ~ 1.618... und 1_2‘/‘?’ ~ —0.618....

Falls ggT(Fki1, F)) berechnet wird, so sind genau k — 1 rekursive Aufrufe notwendig,
denn

g8 T(Fyi1, Fr) = geT(Fy, Fpy1 — Fr) = geT(Fy, Fi_1).

= Satz 4.11 ist bestméglich.

Korollar 4.13 Falls a > b > 1, so macht Algorithmus 4.8 héchstens [log,b] wviele

rekursive Aufrufe mit ¢ = %5

n—2
Beweis. Es gilt F, > (%) fiir n > 3 (Beweis per Induktion). Falls b < Fj so

macht Algorithmus 4.8 geméfs Satz 4.11 héchstens k£ — 1 rekursive Aufrufe.

Falls b < (%)n < F,,, so macht Algorithmus 4.8 maximal n — 2 rekursive Aufrufe.
Falls n — 2 > [log, b], so gilt ¢"~ > b. Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 4.13 gibt eine obere Schranke fiir die Worst-Case-Laufzeit (Laufzeit = An-
zahl elementarer Rechenoperationen) in Abhéngigkeit von b fiir Algorithmus 4.8 an,
das heifst, die maximale Laufzeit, die bei gegebenem b auftreten kann, wenn a belie-
big variiert wird. Geméfs Bemerkung 4.12 wird die Worse-Case-Laufzeit aus Korollar
4.13 fiir einzelne Werte von b auch angenommen, ndmlich fiir die Fibonacci-Zahlen.
Im Allgemeinen werden aber weniger rekursive Aufrufe notwendig sein. Folgender Al-
gorithmus bestimmt diese Anzahl:
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Algorithmus 4.14
#include <iostream>

using namespace std;
int NumCalls = O;

int ggT(int a, int b)
{ if (b!=0)
{ ++NumCalls;
ggT(b, a % b);
+
}

main ()
{ for (int b=1; b<=50000; ++b)
{ int MaxNumCalls = 0;
for (int a=b; a<=2xb; ++a)
{ NumCalls = 0;
ggT(a,b);
if (NumCalls > MaxNumCalls) MaxNumCalls = NumCalls;
}

cout << MaxNumCalls << ", " ;

by

Das Ergebnis dieses Algorithmus zeigt die folgende Abbildung:

Anzehl rekursiver Aufrufe des Euklidischen Algorithmus

20

15

10

10000 20000 30000 40000

Die roten Punkte sind die Anzahl der rekursiven Aufrufe fiir die Fibonacci-Zahlen.

50000

Merkt man sich in Algorithmus 4.14 fiir jedes b das kleinste a, das zur Worst-Case-

Laufzeit fiir dieses b fiihrt, so ergibt sich folgendes Bild fiir den Quotienten a/b.
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Relation a/b fur die Worst Case Laufzeit

175+

BT T T Sk iy e i A b o A g Mt R o1 R | it e
170E I il
1.65 ik

[ O Py VL B

.
R T T P e A T

1.55 wes

10000

20000

30000

40000

Diese Bilder suggerieren folgende Fragen:
1. Ist die Worst-Case-Laufzeit stets grofer [log, b7
2. Wird die Worst-Case-Laufzeit stets fiir ein @ mit 1.5 > ¢ > 1.75 angenommen,

falls b > 57 (Fiir a = 4 184 066 gilt zum Beispiel b = 6 299 283 und % = 1.5055. ...
Fiir a = 3728515 gilt b = 6500026 und 7 = 1.7433.. )



5 Sortieralgorithmen

5.1 Sortieren durch Einfiigen

Das Sortierproblem:
Gegeben seien n Zahlen aq,as, ..., a, € R. Wir wollen diese Zahlen in aufsteigender
Reihenfolge sortieren, das heifst, wir suchen eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} —
{1,...,n}, sodass gilt:

Qr(1) < Az (2) <...< Qr(n—1) < Qo (n)-
Dies ist zum Beispiel niitzlich, falls > | a; berechnet werden soll.

Definition 5.1 Fine bijektive Abbildung m : {1,...,n} — {1,...,n} heifit Permu-
tation.

Satz 5.2 Es gibt nl =n-(n—1)-...-1 viele Permutationen der Menge {1,...n}.

Beweis. Induktion iiber n:
Induktionsanfang: n = 1: klar.

Induktionsschritt: Jede Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} ldsst sich durch
die Folge der Werte 7(1), w(2),...,m(n) reprisentieren. Das Einfiigen der Zahl n+1 in
die Folge an den moglichen n 4 1 Stellen liefert genau alle Permutationen der Menge
{1,...,n+1}.

= es gibt (n+1) - n! = (n+ 1)! davon. O

Damit ldsst sich das Sortierproblem losen, indem man alle n! Permutationen bestimmt
und fiir jede dieser Permutationen testet, ob sie Losung des Sortierproblems ist. Im
Worst-Case ist der Aufwand dafiir mindestens (n — 1) - nl.

Der Beweis von Satz 5.2 und die Tatsache, dass die ,,<“-Relation transitiv ist (a < b,
b < c¢ = a < c) suggeriert die folgende effiziente Vorgehensweise:

Falls bereits ¢« — 1 Zahlen sortiert sind, so muss die i-te Zahl an einer der moglichen ¢
Stellen geeignet eingefiigt werden, um ¢ sortierte Zahlen zu erhalten. Damit sind fiir
die ¢-te Zahl maximal ¢ Vergleiche erforderlich. Lésst man nun ¢ von 1 bis n laufen, so
erhilt man eine Sortierung der n Zahlen und hat maximal > ) = @ Vergleiche
benotigt.

Beispiel 5.3 a1 =5,a, =2, a3 =7, a4y = 3, a5 = 6.
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Starte mit der ersten Zahl:

5
Fiige die zweite Zahl ein: 2 5
Fiige die dritte Zahl ein : 2 5 7
Fiige die vierte Zahlein: 2 3 5 7
Fiige die fiinfte Zahlein: 2 3 5 6 7

Algorithmus 5.4

1: #include <cstdlib>
2.
3: using namespace std;
4
5: void InsertionSort (int *a, int n)
6: { int i, j, tmp;
7: for (i = 1; i<n; ++1)
8: { tmp = alil;
9: for (j=i-1; (j>=0) && (tmp < aljl); --3j) alj+1ll=aljl;
10: alj+1] = tmp;
11: }
12: }
13:
14:
15: main()
16: { comst int n=20;
17: int aln];
18: for (int i = 0; i<n; ++1i) al[i]l] = rand();
19:
20: InsertionSort (a, n);
21: }

Satz 5.5 Algorithmus 5.4 sortiert das Array a[0...n — 1] aufsteigend.

Beweis. Behauptung: In jedem Durchlauf der ersten for-Schleife der Funktion
InsertionSort enthélt a[0...7 — 1] die ersten ¢ Elemente von a aufsteigend sortiert.
Beweis durch Induktion nach i:

Induktionsanfang: i = 1: klar.

Induktionsschritt: Bei Beendigung der zweiten for-Schleife der Funktion InsertionSort

gilt 7 = —1 oder tmp > a[j]. Somit wird durch a[j + 1] = tmp der Wert tmp korrekt
einsortiert. O

5.2 O-Notation

Fiir die Laufzeitanalyse ist folgende Notation niitzlich.

Definition 5.6 Seien f : R, — R, undg: R, — R, zwei Funktionen. Dann schreibt
man:

(a) f(x)=0O(g(x)) (,f(x) ist gleich groff O von g(x)“), falls es Konstanten ¢, o € R
gibt mit f(x) < c-g(x) V> xg,
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(b) f(x)=o0(g(x)) (,f(x) ist gleich klein o von g(x)“), falls gilt: Ve > 0 Jxg € R mit
flz) <c-g(x) Vz>x,

(c) f(z) =Q(g(x)), falls g(z) = O(f(z)).

(d) [(x) = ©(g(x)), falls f(x) = Og(x)) und g(x) = O(f(x)).

y=2+7, g(x) = 2* — 100, h(x) = 3x.
L. f() (9( (x)), da fiir ¢ = 1 und = > xy = 108 gilt:
1- (2% —100) > 108z — 100 = = + 107z — 100 > = + 7 = f(x).
) o(g(z)), da fiir z > max (2,1 + ¢) gilt:
-g(x) = cz? —100c > 101z — 100c = x + 100z — 100c > z + 100(1 + ¢) — 100c =
r+100 >z + 7= f(z).
3. f(z) = O(h(x)), da fiir ¢ = 1 und = > zo = 4 gilt:
l-h(x)=3z>x+8>x+7= f(x)
h(z) = O(f(x)), da fir c =3 und = > 2o = 1 gilt:
3. f(z) =3z +21 >3z = h(z)
= f(x) = O(h(z)) und h(z) = O(f(z))

Satz 5.8 Seien f: Ry — Ry und f: Ry — Ry zwei Funktionen. Dann gilt:
(a) f(z) =o(g(z)) < limy.oi® =0.

9(x)

(b) Falls es ein ¢ > 0 gibt mit lim,_, ’gc(—i; =c, so qilt f(z)=0O(g(x)).

Beweis.
(a)
f(z) =0(9(z)) & Ve>0dzyeRmit f(x) <c-g(zr) Vo >z
< Ve >0 dzg € R mit /() < cVz > x9
9(x)
& lim M =0
8 @)
(b)
1immzc < Ve > 0 dzg mit M— <eVzr>x
z—o0 g(x) 9(x)
& V5>03xomitc—e§M§c+z—:Vw>x0.
9(x)
Setze € := 5. = dwg mit § < % %c‘v’x>x0
= flz)<3c-g(x) Vo>
= f(z) =0(g(x)).
= glx)<2-f(x) Vo>
= g(x) = O0(f(2)).
= f(z) =0(g(2)).
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0J

Satz 5.9 Algorithmus 5.4 benditigt eine Laufzeit von O(n?), uwm n Zahlen zu sortieren.

Beweis. Die erste for-Schleife der Funktion InsertionSort wird n — 1-mal durchlau-
fen. In jedem Durchlauf werden konstant viele elementare Operationen sowie die zweite
for-Schleife der Funktion InsertionSort durchlaufen. Diese for-Schleife wird maxi-
mal ¢-mal durchlaufen und fiihrt konstant viele elementare Operationen pro Durchlauf
aus.

Also gilt, dass die Gesamtzahl der von Algorithmus 5.4 durchgefiihrten elementaren
Rechenoperationen beschriankt ist durch

n—1

1
01+Z;(Cz+i-63) §c1+n-cQ+%-c3=0(n2),
wobei ¢y, ¢o, c3 € N geeignete Konstanten sind. O

Bemerkung 5.10 Falls das Array a bereits aufsteigend sortiert ist, bendtigt Algo-
rithmus 5.4 lediglich eine Laufzeit von O(n). Falls a jedoch absteigend sortiert ist, so
ist die Laufzeit von Algorithmus 5.4 ©(n?).

5.3 Merge-Sort

Merge-Sort ist ein weiteres Sortierverfahren, das gegeniiber Algorithmus 5.4 den Vorteil
hat, dass die Laufzeit durch O(nlogn) beschrinkt ist, um n Zahlen zu sortieren.
Merge-Sort beruht auf dem ,,Divide-and-Conquer“-Prinzip: Teile das Ausgangsproblem
in kleinere Teil, 16se die kleinen Teile separat und fiige die Losung der kleinen Teile
zur Gesamtldsung zusammen.

Merge-Sort geht dabei wie folgt vor:

1. Teile die zu sortierende Menge M in zwei moglichst gleich grofe Teile M; und
M.
2. Sortiere My und M, aufsteigend.

3. Verschmelze (,merge) die Sortierungen von M; und M, zu einer Sortierung von
M.

Schritt 1 ist offensichtlich einfach zu realisieren. Fiir Schritt 2 wird Merge-Sort rekursiv
aufgerufen. Schritt 3 ldsst sich leicht in O(n) bewerkstelligen, falls |M;| < |Ms| = n,
indem man ausgehend vom ersten Element in M; und M, jeweils das kleinere der
beiden Elemente entfernt.
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Beispiel 5.11

104155 2]13) 7]

(20457 10]13)15]

Algorithmus 5.12

1:

0w J 0 U1 WN

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

#include <cstdlib>
#include <iostream>

using namespace std;
void Merge (int *a, int Anfang, int Mitte, int Ende)

// vereinigt a[Anfang..Mitte] und a[Mitte+1..Ende]
{ int tmp[Ende-Anfang+1], i = Anfang, j = Mitte+l;

for (int k=0; k <= Ende-Anfang; k++)
if ( (1 <= Mitte) && ((j > Ende) || (alil < aljl))
{tmp[k] = alil; i++;}
else

{tmplk] = aljl; j++;}
for (int k=0; k<= Ende-Anfang; k++)
a[Anfang+k] = tmp([k];

17:
18:

19:
20:
21:
22:
23:
24 :
25:
26:
27:

void MergeSort (int* a, int Anfang, int Ende)
// sortiert a[Anfang..Ende] aufsteigend
{ if (Anfang < Ende)
{ int Mitte = (Anfang + Ende) / 2;
MergeSort (a, Anfang, Mitte);
MergeSort (a, Mitte + 1, Ende);
Merge (a, Anfang, Mitte, Ende);

28:

29:

30

31:
32:

}
1
main ()
: { const int n=20;
int aln];
for (int i = 0; i<n; ++1) ali]l] = rand();

33:

34:
35:

MergeSort (a, 0, n-1);

}

)
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Satz 5.13 Die Laufzeit von Merge-Sort ist O(nlogn).

Beweis. Bezeichne T'(n) die Laufzeit von Merge-Sort fiir n Elemente. Fiir £ € N und
n = 2k gilt:

T(n)<2-T(n/2)+c-n mitceN.

Behauptung: 7'(2%) <28 . T(1) +c- k- 2%,
Beweis per Induktion {iber k:

Induktionsanfang: k= 1: T'(2) <2-T(1) + 2 - c.
Induktionsschritt:

T(2k+1) 2. T(2k) +c- 2k+1
2.2 T(1) +c-k-2%) 4.2

ML (1) - 28 (k4 1)

IAIA A

Wegen k = log,n gilt somit T'(n) = O(nlogn). Beachte, dass gilt: 2 - nlog,(2-n) =
O(nlogyn) und log, n = O(log, n), falls a,b € N mit a,b > 2. O

Bemerkung 5.14 Die Laufzeit von Merge-Sort ist ©(nlogn), das heift, auf einer
schon sortierten Menge ist Merge-Sort langsamer als Algorithmus 5.4.

5.4 Quicksort

Quicksort basiert ebenfalls auf dem ,Divide-and-Conquer“-Prinzip, spart jedoch den
Aufwand des Merge-Schrittes, den Merge-Sort benotigt:

1. Teile die zu sortierende Menge M in zwei Teile M; und M, sodass es © € M
gibt mit y < z, falls y € My, und y > z, falls y € My und | M|, |M;| > 1.

2. Sortiere M7 und M rekursiv mit Quicksort.

3. Fiige die sortierten Mengen M; und M, aneinander.



5 Sortieralgorithmen

43

Beispiel 5.15

‘10‘ 4\15‘ s‘ 2‘13‘ 7‘

‘2 ‘4 ‘5 ‘7 ‘10‘13‘15‘

Algorithmus 5.16

1: #include <cstdlibs>

rechts;

2: #include <iostream>
3:
4: using namespace std;
5:
6: void QuickSort (int* a, int links, int rechts)
7: // Sortiert al[links..rechts]
8: { if (links < rechts)
9: { int pivot = alrechts], 1 = links, r =
10:
11: do { while (a[l] < pivot) 1l++;
12: while (alr] > pivot) r--;
13: if (1 <= 1)
14: { int tmp = alll;
15: alll = alrl;
16: alr] = tmp;
17: 1++;
18: r--;
19: }
20: }
21: while (1 <= r);
22
23: QuickSort (a, links, r);
24 : QuickSort (a, 1, rechts);
25: }
26: }
27
28: main()
29: { comnst int n=20;
30: int aln];
31: for (int i = 0; i<n; ++i) alil = rand();
32:
33: QuickSort (a, 0, n-1);




44 5.4 Quicksort

Ein weiterer Vorteil von Quicksort gegeniiber Merge-Sort ist, dass kein zusédtzlicher
temporarer Speicherplatz benotigt wird, der nochmals genauso grof ist, wie die Input-
daten.

Satz 5.17 Der Quicksort-Algorithmus hat eine Laufzeit von O(n?).
Beweis. Sei T'(n) die Laufzeit von Quicksort fiir n Elemente. Dann gilt

T(n) <c-n+ max (T(k)+T(n—k)).

1<k<n

Behauptung: 7'(n) < c-n?.

Beweis per Induktion {iber n.
Induktionsanfang: n = 1: klar.
Induktionsschritt:

IA
o

T(n) -n+ max (T'(k) + T(n —k))

1<k<n

IN
o

-n+ max (c-k* +c-(n—k)?)

1<k<n
‘ntct+e-(n—1)>
ntP—cn+2-c<c-n?

IA
o

I
o

OJ

Bemerkung Die Worst-Case-Laufzeit wird angenommen, falls die Menge bereits sor-
tiert ist.

Wir interessiern uns nun dafiir, was die durchschnittliche Laufzeit T'(n) des Quicksort-
Algorithmus auf einer Menge von n Elementen ist. Sei II die Menge aller n! Permu-
tationen der Menge {1,...,n}. Mit T'(7) bezeichnen wir die Laufzeit des Quicksort-
Algorithmus, um eine Permutation 7 zu sortieren. Dann definieren wir:

T(n) := % Y T(w).

Satz 5.18 Der Quicksort-Algorithmus hat durchschnittliche Laufzeit O(nlogn).

Beweis. Fiir n > 2 gilt:

n—

T(n) = n+1—|—%-< T(i)—l—T(n—i))
2 "‘;—.
= n—i—l—I—ﬁ-ZT(z)

=1
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und T(0) = T(1) = 0.

= T(n+1):n+2+i27(z‘).

n+1 —
n—1
= n-Tn)=n"+n+2-Y T(i)
=1
md (n+1)-T(n+1)=n"+3-n+2+2-> T(i)

i=1

= (m+1)-Tn+1)—n-Tn)=2-n+2+2-T(n)

— 2
= T(n+1):2+n+ -T(n) firn> 2.
n+1
n+11 ]
Beh t : T(n) = 1)-12- -—= f > 2
ehauptung: T'(n) = (n + 1) ;z 3) tir n

Induktionsschritt:

_ +2 18

n+1 n+1
: 1 1 1
Nun gilt E ;:1+E n—|—1;§1+/1 Edm:1+ln(n+1):(’)(log(n))und
i=1

=2

3

=1

somit T'(n) = (n+1) - <2"Z+11_§> = O(n -logn). O

5.5 Eine untere Schranke fiir das Sortieren

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welche Laufzeit ein Sortierverfahren, das
n unterschiedliche Elemente sortiert, mindestens haben muss. Dazu nehmen wir an,
dass die einzige Information, die wir iiber die n Elemente erhalten kénnen, durch einen
Vergleich ,,<“ zweier Elemente zu erzielen ist.

Satz 5.19 Jeder Sortieralgorithmus, der n Elemente sortiert und Informationen tber
die Elemente nur durch paarweise Vergleiche von zwei Elementen gewinnt, benotigt
mindestens logy(n!) viele Vergleiche.

Beweis. Betrachte alle n! mdoglichen Permutationen auf n Elementen. Ein Vergleich

,a < b von zwei Elementen a und b liefert fiir einen Teil der Permutationen wahr®,

fiir einen anderen Teil  falsch®. Der grofsere dieser beiden Teile enthélt mindestens %'
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viele Permutationen. Jeder weitere Vergleich halbiert den groferen der beiden Teile
hochstens. Nach £ Vergleichen gibt es also noch mindestens 2% viele Permutationen,
die vom Algorithmus nicht unterschieden werden kénnen. Jeder Sortieralgorithmus
bendtigt also mindestens k Vergleiche mit 2% > nl. Es folgt k > log(n!). O

Bemerkung 5.20 Sei n gerade. Dann gilt: n! > (n%)! > (%)n/2.

= log(n!) > log ((%)n/2> =2 .log (%) = Q(nlog(n)).

Somit ist Merge-Sort asymptotisch ein optimales Sortierverfahren. Allerdings bendtigt
Merge-Sort im Allgemeinen mehr als [log(n!)] viele Vergleiche. Man kann beweisen,
dass es keinen Sortieralgorithmus gibt, der stets mit [log(n!)] vielen Vergleichen aus-
kommt. Beispielsweise gibt es keinen Sortieralgorithmus, der 12 Elemente mit nur 29
Vergleichen sortiert. Man bendétigt mindestens 30 Vergleiche.

5.6 Binare Heaps und Heap-Sort

Eine Prioritdtswarteschlange ist eine Datenstruktur, die die folgenden beiden Struk-
turen unterstiitzt:

e Insert: Einfiigen eines Elementes in die Warteschlange,
e ExtractMin: Entfernen des kleinsten Elementes.

Nutzt man als Datenstruktur ein Array, so benétigt Insert O(1) Laufzeit und ExtractMin
O(n) Laufzeit, falls n Elemente in der Prioritdtswarteschlange sind. Nutzt man ein sor-
tiertes Array, so benétigt Insert O(n) und ExtractMin O(1) Laufzeit. Bindre Heaps
erlauben Insert und ExtractMin in O(logn) durchzufiihren.

Definition 5.21 FEine Zahlenfolge ay,as, ..., a, hat die Heapeigenschaft, falls gilt:
a; <ag;  firi=1,...,|n/2]

und

a; < agiyy firi=1,...,[(n—1)/2].

Beispiel 5.22 Die Folge 2, 4, 6, 5, 8, 7, 11, 6, 8, 13 hat die Heapeigenschaft. Indem
man jeweils die Elemente ay; und ag; 11 unter a; anordnet, lisst sich die Heapeigen-
schaft leicht ablesen, da zu jedem Element die beiden darunterstehenden mindestens
genauso grofs sein miissen.
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Satz 5.23 Falls ay,as, ..., a, die Heapeigenschaft hat, so gilt ay < a; fir alle 1 =
1,...,n.

Beweis. Sei j der kleinste Index mit a; < a;, falls 1 <7 < n. Falls j = 1, so gilt die
Behauptung. Ansonsten muss wegen der Heapeigenschaft a|;/2) < a; gelten. Dies ist
ein Widerspruch zur Wahl von j. O

Ein kleinstes Element ldsst sich daher in einer Folge mit Heapeigenschaft in O(1)
finden. Es bleibt zu zeigen, wie man ein Element hinzufiigen oder a; entfernen kann
und wieder eine Folge mit Heapeigenschaft erhélt.

Idee von Insert und ExtractMin:

Fiige neues Element ans Ende an beziehungsweise setze a; := a,, und entferne a,,. Falls
die Heapeigenschaft erfiillt ist, so bleibt nicht zu tun. Ansonsten liefern die folgenden
Lemmata die Losung.

Lemma 5.24 Sei aq,ao,...,a, eine Zahlenfolge, die nicht die Heapeigenschaft hat,
aber diese erhdlt, falls a; durch a;/a ersetzt wird. Durch Vertauschen von a; mit a;s)
erhdlt man entweder eine Folge mit Heapeigenschaft oder es gilt aj;/2) < aj|j/2)/2) und
man erhdlt eine Folge mit Heapeigenschaft, falls man a|;/o) durch a2 /) ersetzt.

Beweis. Falls Vertauschen von a; mit a;/2) Heap liefert, so ist nichts zu zeigen. Falls
nicht, so kann bei Vertauschen von a; mit a2 lediglich die Relation a|;/2)/2) < a|;/2|
verletzt sein, da a|;/2| durch ein kleineres Element ersetzt wird und nach Voraussetzung
das Ersetzen von a; durch a;/,) eine Folge mit Heapeigenschaft liefert. Ersetzt man
a|j/2) durch a||j/2)/2), so gilt offensichtlich die Heapeigenschaft. O
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Algorithmus 5.25

al[Child+1]))

1: #include <cstdlib>
2: #include <iostream>
3:
4: using namespace std;
5:
6: const int n=20;
7: int HeapSize, al[n];
8:
9: void Insert (int value)
10: { HeapSize++;
11: int i = HeapSize;
12: while (al[i/2] > wvalue)
13: { ali]l = ali/2];
14 : i=1 /2;
15: }
16: ali]l = value;
17: }
18:
19:
20: int ExtractMin ()
21: { int MinElement = a[l], i=1, LastElement =
22: HeapSize--;
23 while (2*i <= HeapSize)
24: { int Child = 2*i;
25: if ((Child < HeapSize) && (alChild] >
26: if (a[Child] >= LastElement) break;
27: alil = alChild];
28: i = Child;
29: }
30: al[i] = LastElement;
31: return (MinElement) ;
32: }
33:
34:
35: main()
36: { alo] = -1;
37: HeapSize = 0;
38: for (int i1 = 0; i<n; ++1i) Insert (rand());
39: for (int i1 = 0; i<n; ++1i) cout << ExtractMin()
40: }

a[HeapSizel ;

Child++;

<< M ||,.

Lemma 5.26 Die Funktion Insert figt ein Element in die Folge a[l], ... aln+1] in
O(logn) so ein, dass die Heapeigenschaft erhalten bleibt.
Beweis. Insert wendet iterativ Lemma 5.24 auf die Folge al[l], ..., a[n+ 1] an, wobei

a[n + 1] das einzufiigende Element ist. Korrektheit ergibt sich daher aus Lemma 5.24.

Die Laufzeit ist O(logn), da die Folge n + 1,[(n + 1)/2], [[(n + 1)/2]/2],...
spatestens O(logn) vielen Schritten den Wert 1 erreicht.

nach
O
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Beispiel 5.27

Die Funktion ExtractMin verlduft analog zu Insert, indem die Liicke, die das Ent-
fernen von a[1] verusacht, durch das kleinere der beiden Elemente a[2] und a[3] gefiillt
wird. Dies wird iterativ fortgesetzt: Die Liicke zwischen a[j| wird durch das kleinere
der beiden Elemente a[2j] und a[2j + 1] ersetzt, bis das letzte Element in die Liicke
passt.

Lemma 5.28 Fulls a[l],...,a[n| die Heapeigenschaft hat, so liefert ExtractMin in
O(logn) eine Folge mit Heapeigenschaft, die das Element a[l] nicht enthdlt.

Beweis. Analog zu Lemma 5.26. U

Beispiel 5.29

USW.
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Mit Hilfe bindrer Heaps lassen sich nun leicht n Zahlen in O(nlogn) sortieren. Zu-
néchst werden die Zahlen in O(nlogn) in den Heap einsortiert, sodann in O(nlogn)
durch n Aufrufe von ExtractMin aus dem Heap wieder herausgeholt. Der resultierende

Algorithmus wird Heap-Sort genannt.

Algorithmus 5.30

1: #include <cstdlib>

2: #include <iostream>

3:

4: using namespace std;

5:

6:

7: class BinaryHeap

8: { public:

9: BinaryHeap (int n)

10: { size = 0;

11: a = new int [n+1];
12: al[o] = -1;

13: }

14: void Insert (int value);
15: int ExtractMin () ;

l6: private:

17: int *a;

18: int size;

19: };
20:
21:

22: void BinaryHeap::Insert (int value)
23: { size++;

child

24 : int i = size;

25: while (al[i/2] > wvalue)

26: { ali]l = ali/2];

27: i=1 /2;

28: }

29: al[i] = value;

30: }

31:

32:

33: int BinaryHeap::ExtractMin ()

34: { int MinElement = al[l], i1=1, LastElement = al[sizel];
35: size--;

36: while (2*i <= size)

37: { int child = 2*i;

38: if ((child < size) && (alchild] > alchild+1]))
39: if (alchild] >= LastElement) break;
40: ali]l] = alchild];

471 : i = child;

42: }

43: al[i]l] = LastElement;

44 return (MinElement) ;

45: }

46:

47

48: main ()
49: { comnst int n=20;

50: BinaryHeap H(n) ;
51: for (int i = 0; i<n; ++i) H.Insert(rand()) ;
52: for (int i = 0; i<n; ++1) cout << H.ExtractMin()

<< Mon.

7

child+1;
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Satz 5.31 Heap-Sort sortiert n Elemente in O(nlogn).

Beweis. Folgt aus Lemma 5.26 und 5.28. U

Bemerkung: Heap-Sort bendtigt im Gegensatz zu Merge-Sort keinen zusétzlichen
Speicher.
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6.1 Grundlagen

Ein ungerichteter Graph ist ein Tripel (V, E, V), wobei V und E endliche Mengen
sindund ¥ : £ — {X C V| |X| = 2}. Ein gerichteter Graph (Digraph) ist ein Tripel
(V, E, V), wobei V und E endliche Mengen sind und ¥ : £ — {(v,w) € VXV |v # w}.
Ein Graph ist ein gerichteter oder ungerichteter Graph. Die Elemente aus V' heifsen
Knoten, die Elemente aus £ Kanten.

Beispiel 6.1 ({1,2,3,4}, {a,b,c,d,e}, {a — {1,2},b — {2,3},¢c — {1,3},d —
{3,4}, e — {3,2}}).

Veranschaulichung durch Zeichnung im R?:

Knoten = Punkte, Kanten = Linien zwischen Knoten. Im gerichteten Fall: Ein Pfeil
auf einer Kante gibt die Richtung vom ersten zum zweiten Knoten an:

Zwei Kanten e # € mit U(e) = U(e') heien parallel. Ein Graph ohne parallele
Kanten wird einfacher Graph genannt. Fiir einfache Graphen identifiziert man e
mit U(e), das heifst, man schreibt G = (V, E) mit £ C {{v,w} | v,w € V, v # w}
beziehungsweise £ C {(v,w) | v,w € V, v # w}. Wir brauchen diese vereinfachte
Notation vielfach im Zusammenhang mit nicht einfachen Graphen, die Menge FE ist
dann eine Multimenge.

Fiir eine Kante e = {x,y} beziehungsweise e = (z,y) sagt man, dass e die beiden
Knoten z und y verbindet. Die Knoten z und y heifsen in diesem Fall benachbart
beziehungsweise adjazent. Die Knoten z und y werden die Endknoten von e genannt;
x ist Nachbar von y und y Nachbar von z. Die Knoten x und y sind mit der Kante
e inzident. Falls e = (z,y), so sagen wir: e beginnt in x und endet in y oder e geht
von x nach y.

Die Anzahl der Elemente in V' beziehungsweise in E, das heifst |V] und |E|, wird mit
n(G) beziehungsweise mit m(G) oder aber einfach mit n und m bezeichnet.

Fiir einen Graphen G und X,Y C V(G) definieren wir:
EX)Y) ={{z,y} € E(G) |z € X\ Y und y € Y \ X}, falls G ungerichtet,
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EY(X)Y):={(z,y) € E(G) | r € X\ Y und y € Y \ X}, falls G gerichtet ist.
e Sei GG ein ungerichteter Graph und X C V(G).
Dann definiere §(X) := E(X,V(G) \ X). Die Nachbarschaft von X ist die
Menge N(X) :={v e V(G)\ X | E(X,{v}) # 0}.
e Sei G Digraph und X C V/(G). Dann definiere 6%(X) := ET(X,V(G) \ X),
0 (X)=E"(V(G)\ X, X) und §(X) := 0T (X)U I (X).
Fir z € V setze 6(x) := 0({z}), N(x) := N({x}), 6" (x) := 6T ({z}) und 0~ (z) :=
0~ ({z}). Der Grad eines Knoten ist als [6(x)| definiert, das heift, der Grad von x
ist die Anzahl der mit z inzidenten Kanten. Im gerichteten Fall bezeichnen |§~(z)]
beziehungsweise [07(x)| den Eingangs- beziehungsweise Ausgangsgrad von x und
es gilt, [6(x)| = [07 ()| + (67 (2)].
Ein Graph, in dem alle Knoten den Grad k haben heilst k-regulér. Ein Knoten vom
Grad 0 heift isoliert.

Satz 6.2 Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt: 3~ . |0(x)| = 2|E].

Beweis. Jede Kante ist mit genau zwei Knoten inzident. Auf der linken Seite der
Gleichung z&hlt man daher jeder Kante genau zweimal. U

Satz 6.3 Fir jeden Digraphen G = (V, E) gilt: >~ ., [0%(2)] = > .o [0~ (2)].
Beweis. Auf beiden Seiten wird jede Kante genau einmal gezihlt. O

Aus Satz 6.2 folgt sofort:

Korollar 6.4 Die Anzahl der Knoten in einem Graphen mit ungeradem Grad ist ge-
rade.

Ein Graph H = (V(H), E(H)) ist Teilgraph (Subgraph, Untergraph) des Graphen
G = (V(G),E(G)), falls V(H) C V(G) und E(H) C E(G). Man sagt auch, dass
G den Graphen H enthélt. Falls V(G) = V(H), so heikt H ein (auf-)spannender
Teilgraph.

H heift induzierter Teilgraph, falls F(H) = {{z,y} € E(G) | z,y € V(H)} be-
ziehungsweise F(H) = {(z,y) € E(G) | x,y € V(H)}. Ein induzierter Teilgraph von
G ist bereits vollstdndig durch seine Knotenmenge V (H) spezifiziert. Man sagt daher
auch, dass H der von V(H) induzierte Teilgraph von G ist und notiert diesen als
H :=G[V(H)].

Fiir v € V(G) setze G —v := G[V(G) \ {v}]. Entsprechend sei fiir e € F(G) der Graph
G — e durch G — e := (V(G), E(G) \ {e}) definiert.

Ein einfacher ungerichteter Graph heifst vollstindig, falls je zwei Knoten adjazent
sind. Einen vollstindigen Graphen auf n Knoten bezeichnen wir mit K,. Das Kom-

plement G eines einfachen ungerichteten Graphen G ist der Graph G = (V(G), E(G))

mit B(G) .= {{z,y} | 2,y € V(G) {z,y} & E(G)}.
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Zwei Graphen heifien isomorph, falls es eine Bijektion ¢ : V(G) — V(H) gibt, die eine
Bijektion zwischen F(G) und E(H) durch p({z,y}) := {¢(x), p(y)} beziehungsweise
o((z,y)) == (¢(x), p(y)) impliziert. Wir schreiben G = H oder sogar G = H, da wir
zwischen isomorphen Graphen nicht unterscheiden. Ebenso sagen wir ,,H ist Teilgraph
von G, falls H isomorph zu einem Teilgraphen von G ist.

Beispiel 6.5

KK

Gy Gs Gy Gy Gs Gg G

Es gllt Gl = G4 = G5 = G7 und G2 = Gg = GG.

Fir n = 10 gibt es 12005 168 nicht isomorphe einfache ungerichtete Graphen. Man

5(3)

kann zeigen, dass es (14 o0(1)) nicht isomorphe einfache ungerichtete Graphen und

(1+ (1)) 27
Falls mehrere Graphen auf der gleichen Knotenmenge betrachtet werden, ist es haufig
erforderlich anzugeben, auf welchen Graphen man sich bezieht. Man bezeichnet daher
in solchen Fillen die entsprechenden Parameter mit dem Graphen als Index, zum
Beispiel d¢(z) oder Ng(z) ete.

Ein Kantenzug in einem Graphen G ist eine Folge x1,e1, 29, €9, ..., Tk, €k, T mit
k> 0und e¢; = (z5,7;41) € E(G) beziehungsweise e; = {z;, 2,11} € E(G) fiir i =
1,...,k. Falls ¥y = zp41, so handelt es sich um einen geschlossenen Kantenzug.
Ein Weg ist ein Graph P = ({z1,...,Zk11}, {e1,...,ex}), sodass x; # x; fiir 1 <i <
7 < k—+1gilt und x1, e, 29, €9, ..., 2k, €k, Try1 ein Kantenzug ist. Man sagt auch, dass
P ein x1-x41-Weg ist oder dass P x; und x;,; verbindet oder dass xp,q von x; aus
erreichbar ist. Die Knoten z; und z;,; werden die Endknoten des Weges P genannt.
Mit P, mit z,y € V(P) bezeichnen wir den eindeutigen Teilgraphen von P, der
x-y-Weg ist. Die Knoten V(P) \ {x,y} sind die inneren Knoten von P.

nicht isomorphe einfache gerichtete Graphen auf n Knoten gibt.

Lemma 6.6 Es gibt genau dann einen x-y-Weg in einem Graphen, falls es einen
Kantenzug von x nach y gibt.

Beweis.
»,=" Nach Definition ist ein z-y-Weg ein Kantenzug von x nach y.

»,<="1 Angenommen, im Kantenzug kommt ein Knoten mehrfach vor. Dann eliminie-
re alle Knoten zwischen dem ersten und einschliefslich letzten Auftreten des
Knotens. 0J

Ein Kreis ist ein Graph C' = ({z1, ...,z },{e1,...,ex}), sodass z1, €1, o, €9, ..., Ty, €k,
x1 ein geschlossener Kantenzug ist und z; # x; sowie e; # ¢; fiir 1 <i < j < k. Die
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Linge eines Weges oder Kreises ist die Anzahl seiner Kanten. Ist ein Weg oder Kreis
Teilgraph von G, so spricht man von einem Weg oder Kreis in G.

Lemma 6.7 Sei G ein ungerichteter einfacher Graph, in dem jeder Knoten Grad
mindestens k hat. Dann enthalt G einen Weg der Linge mindestens k. Falls k > 2, so
enthalt G einen Kreis der Linge mindestens k + 1.

Beweis. Es sei P = ({x1,...,2141},{e1,...,¢e}) ein lingster Weg in G. Dann liegen
alle Nachbarn von 2,4 in der Menge {z1,...,2;}, da sonst P nicht lingster Weg wire.
Es gilt somit k& < |d(z141)| < [, das heifst, der Weg P hat Linge mindestens k.

Ist ¢ ein minimaler Index mit {z;, 2,41} € E(G), so sind die Knoten x; und z; wegen
k > 2 verschieden und ({z;, z;y1,..., 2101}, {€i i1, -, e} U{z;, x41}) ist ein Kreis
der Lange mindestens k£ + 1 in G. U

Sei GG ein ungerichteter Graph. G heifst zusammenhéingend, falls es fiir je zwei Kno-
ten z,y € V(G) einen z-y-Weg in G gibt. Ansonsten heifst G unzusammenhingend.
Die (inklusions-)maximalen zusammenhéngenden Teilgraphen von G sind die Zusam-
menhangskomponenten von G. Ein Knoten v heift Artikulationsknoten, falls
G — v mehr Zusammenhangskomponenten hat als G. Eine Kante e heiftt Briicke, falls
G — e mehr Zusammenhangskomponenten hat als G.

Satz 6.8 Ein ungerichteter Graph G ist genau dann zusammenhdingend, falls 6(X) #
0 fir alle ) C X C V(G).

Bewelis.

= Sei) C X CV(G)und z € X, v € V(G)\ X. Da G zusammenhéngend ist, gibt
es einen z-v-Weg in G. Da x € X aber v ¢ X, muss der Weg eine Kante {a, b}
enthalten mit « € X und b ¢ X. = 6(X) # 0.

»<=* Angenommen G ist unzusammenhéngend. Seien a und b Knoten in V(G), die
nicht durch einen a-b-Weg verbunden sind.
Setze X := {z € V(G) | Ja-z-Weg in G}. Nach Definition von X gilt dann
5(X) = 0. Aber a € X und b ¢ X nach Annahme. = () C X C V(G). =
§(X) # 0 nach Voraussetzung.

U

Bemerkung 6.9 Nach Definition kann man testen, ob ein Graph zusammenhéngend
ist, indem man fiir jedes der (72‘) vielen Knotenpaare testet, ob diese durch einen Weg
verbunden sind. Satz 6.8 liefert nun eine weitere Mdoglichkeit: Teste fiir jede Menge
X mit ) € X C V(G), ob 6(X) # 0 ist. Da es 2" — 2 viele solcher Mengen X gibt,
erfordert dieser Ansatz exponentiellen Aufwand.

Ein ungerichteter Graph heift Wald, falls er keine Kreise enthélt. Ein Baum ist ein
zusammenhéngender Wald, das heifst, ein Wald ist ein Graph, dessen Zusammenhangs-
komponenten Baume sind. Ein Knoten vom Grad 1 in einem Baum heift Blatt.
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Sei F eine Familie von Mengen oder Graphen. Dann ist F' € F minimal, falls keine
echte Teilmenge beziehungsweise kein echter Teilgraph von F'in F ist. Entsprechend ist
F € F maximal, falls I keine echte Teilmenge beziehungsweise kein echter Teilgraph
eines Elements in F ist.

Beachte, dass minimale beziehungsweise maximale Elemente nicht notwendigerweise
kardinalitdtsminimal beziehungsweise -maximal sind.

Satz 6.10 Jeder Baum mit mindestens zweir Knoten enthdlt mindestens zwei Bldtter.

Beweis. Betrachte einen maximalen Weg im Baum. Dieser hat eine Lange > 1 und
seine Endknoten miissen wegen der Kreisfreiheit Bléatter sein. O

Satz 6.11 Sei G ein ungerichteter Graph auf n Knoten. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) G ist ein Baum.
(b) G hat n — 1 Kanten und enthalt keine Kreise.
(¢) G hat n — 1 Kanten und ist zusammenhdngend.

(d) G ist ein minimal zusammenhdingender Graph (das heifst, jede Kante von G ist
eine Briicke).

(e) G ist minimaler Graph mit 6(X) # 0 fir alle ) C X C V(G).

(f) G ist maximaler kreisfreier Graph (das heif$t, das Hinzufigen einer beliebigen
Kante zwischen in G nicht benachbarten Knoten erzeugt einen Kreis).

(9) Zwischen je zwei Knoten in G gibt es einen eindeutigen Weg.

Beweis.

(a)=(g): Angenommen es gibt zwei verschiedene z-y-Wege. Die Vereinigung dieser
beiden z-y-Wege enthélt einen Kreis. Widerspruch zur Definition eines Baumes.
(g)=(e): Nach Definition ist G zusammenhéngend und nach Satz 6.8 gilt 6(X) # ()
fiir alle ) € X C V(G). Angenommen es gibt eine Kante e, sodass weiterhin §(X) # ()
fir alle ) € X C V(G —e) gilt. Dann ist G — e nach Satz 6.8 zusammenhéngend. = In
G sind die Endknoten von e durch zwei verschiedene Wege verbunden. Widerspruch.
(e)=-(d): Folgt unmittelbar aus Satz 6.8.

(d)=-(f): Jede Kante ist eine Briicke = G enthilt keine Kreise. = G ist zusammen-
héngend. = Das Hinzufiigen einer Kante erzeugt einen Kreis.

(f)=(b): Induktion iiber n:

n = 1: klar.

n > 1: G enthélt Knoten vom Grad 1, da G kreisfrei ist. Entferne diesen. Dann entsteht
ein neuer Graph, der maximal kreisfrei ist. Nach Induktionsannahme hat dieser n — 1
Knoten und n — 2 Kanten. = G hat n — 1 Kanten und ist kreisfrei.

(b)=-(c): Induktion iiber n:

n = 1: klar.

n > 1: G hat keinen Kreis. Es gibt also Knoten vom Grad 1. Entferne diesen. = Der
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Rest ist nach Induktionsannahme zusammenhingend. Damit ist auch G zusammen-
hangend.

(c)=-(a): Induktion iiber n:

n = 1: klar.

n > 1: Entferne Knoten vom Grad 1. (Es existiert ein solcher Knoten, da nur n —
1 Kanten im Graphen sind und ) ., [6(z)] = 2n — 2.) G ist ein Baum. = Nach

Hinzufiigen von Knoten vom Grad 1 bleibt der Graph zusammenhéngend und kreisfrei.
O

Korollar 6.12 FEin Wald auf n Knoten mit k Zusammenhangskomponenten hat n —k
Kanten.

Beweis. Jede Komponente ist ein Baum mit n; — 1 Kanten fiir « = 1,...,k und
k
> iy N =M. U

Korollar 6.13 FEin ungerichteter Graph ist genau dann zusammenhdngend, wenn er
einen spannenden Baum enthdlt.

Beweis. Dies gilt wegen (d) = (a) aus Satz 6.11. O

6.2 Implementierung von Graphen

Sei G = (V, E) ein Graph auf n Knoten.
Die Matrix A € R™"™ heifst Adjazenzmatrix von G, falls gilt:

1, falls {z,y} € E(G) bzw. (z,y) € E(G)

A= (ax,y)z,er(G) = {O sonst

Die Matrix A € R™™ heikt Inzidenzmatrix von G, falls gilt: A = (ay.c)zcv(6),ccE(@)
mit

1, fallsx €e
Qpe =
’ 0, sonst,

falls G ungerichtet, und

—1, falls e in x beginnt
aze =141, falls e in x endet

0, sonst,

falls G gerichtet.
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Beispiel 6.14
4

Adjazenzmatrix Inzidenzmatrix

1121314 a|blcl|d
1/0/1[1]0 111]0]1]0
2110110 211111010
311|110 3101 ]1]1
410[01[110 410101011

Der wesentliche Nachteil von Adjazenzmatrizen zur Darstellung von Graphen ist de-
ren hoher Speicherbedarf. Eine Adjazenzmatrix bendtigt 2(n?) Speicherplatz auch fiir
diinne Graphen, das heift fiir Graphen mit o(n?) vielen Kanten.

Bei der Adjazenzlistendarstellung eines Graphen merkt man sich fiir jeden Knoten
eine Liste aller mit ihm adjazenten Knoten.

Beispiel 6.15 Die Adjazenzlistendarstellung des Graphen G aus Beispiel 6.14 hat die
Form

11— 2]~ 3]

2] - [1] - [3]

3] - [1]—[2] - [4]

4] = 3]

Die Adjazenzlisten konnen je nach Bedarf einfach verkettete oder doppelt verkette-
te Listen sein. Auch kann man statt der adjazenten Knoten diese indirekt speichern,
indem man sich die inzidenten Kanten merkt. Im Allgemeinen muss man davon aus-
gehen, dass die Knoten in den Adjazenzlisten in beliebiger Reihenfolge stehen.

Folgende Tabelle gibt Laufzeiten und Speicherbedarf von Adjazenzmatrix und Adja-
zenzlisten fiir einen Graphen mit n Knoten und m Kanten an.

Adjazenzmatrix | Adjazenzliste
Speicherbedarf O(n?) O(n+m)
Knoten einfiigen O(n) O(1)
Knoten entfernen O(n) O(n)
Kante einfiigen O(1) O(1)
Kante entfernen O(1) O(1)
Test, ob {z,y} € E(G) O(1) O(n)

Fiir einen Digraphen G ist der zugrundeliegende ungerichtete Graph derjenige
Graph G’ mit gleicher Knotenmenge wie G, der fiir jede Kante (z,y) € F(G) die Kante
{z,y} enthilt. G heift auch Orientierung von G'.

Ein Digraph heiftt zusammenhingend, falls der zugrundeliegende ungerichtete Graph
zusammenhéngend ist. Ein Digraph ist ein Branching, falls er keine Kreise enthélt
und [6(z)| < 1 fiir jeden Knoten z gilt. (Der einem Branching zugrundeliegende
Graph ist ein Wald.)
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Ein zusammenhéngendes Branching heift Arboreszenz. (Der einer Arboreszenz zu-
grundeliegende Graph ist ein Baum.) Eine Arboreszenz mit n Knoten hat somit n — 1
Kanten. Wegen |6~ (z)| < 1 fiir alle Knoten x, muss es also genau einen Knoten r mit
d7(r) = 0 geben. Dieser Knoten r heift Wurzel. Knoten v mit §7(v) = ) in einer
Arboreszenz heifsen Blétter.

Ein Digraph heifst stark zusammenhingend, falls es fiir alle s,¢t € V(G) einen Weg
s nach ¢ und einen Weg von ¢t nach s gibt. Die starken Zusammenhangskompo-
nenten eines Digraphen sind die maximal stark zusammenhangenden Teilgraphen.

Graph-Scanning-Algorithmus
Input: Ein Graph G, ein Knoten s € V(G)

Output: Die Menge R C V(G) der von s aus erreichbaren Knoten und einen Menge
T C E(G), sodass (R, T) eine Arboreszenz mit Wurzel s bezichungsweise ein Baum ist.

R:={s}, Q:={s}, T:=0;
while @ # () do begin
wahle v € @ beliebig;
if Je = (v,w) bzw. e = {v,w} mit w € V(G) \ R
then R:= RU{w}, Q :=QU{w}, T:=T U{e};
else Q :=Q\ {v}

end while

~ O O i W N~

Satz 6.16 Der Graph-Scanning-Algorithmus arbeitet korrekt und kann in Laufzeit
O(n + m) implementiert werden.

Beweis. Behauptung: Zu jedem Zeitpunkt ist (R, T') ein Baum beziehungsweise eine
Arboreszenz mit Wurzel s.
Dies gilt sicherlich zu Beginn des Algorithmus. Die einzige Verdnderung erfihrt (R, T")
in Zeile 5. Dort wird ein Knoten und eine Kante hinzugefiigt, es handelt sich weiterhin
um einen Baum beziehungsweise eine Arboreszenz mit Wurzel s. Angenommen es gibt
am Ende des Algorithmus einen von s aus erreichbaren Knoten w, der nicht in R ist.
Sei P ein s-w-Weg und sei {z,y} bezichungsweise (z,y) eine Kante in P mit z € R
und y € R. Da x € R muss z auch zu einem bestimmten Zeitpunkt in @) gelegen
haben (vergleiche Zeile 1 und Zeile 5). Der Algorithmus endet nicht, solange x nicht
in Zeile 6 aus @ entfernt wurde. Zeile 6 wird aber nur erreicht, falls es keine Kante
(x,y) beziehungsweise {x,y} gibt mit y ¢ R. Widerspruch.
Zur Laufzeit: Merke fiir jeden Knoten x innerhalb seiner Liste d(x) beziehungsweise
0t (z) die aktuelle Position, bis zu der schon alle inzidenten Kanten betrachtet wurden.
Zu Beginn ist dies die Anfangsposition der Liste. Damit wird jede Kante des Graphen
maximal zweimal betrachtet, jeder Knoten einmal aus ) entfernt. Die Gesamtlaufzeit
ist also O(n + m). (Dabei wird angenommen, dass Zeile 3 in O(n) Gesamtlaufzeit
durchgefiihrt wird, zum Beispiel indem man immer den ersten Knoten aus () wéhlt.)
O

Satz 6.17 Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen kénnen in
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O(n + m) bestimmt werden.

Beweis. Starte den Graph-Scanning-Algorithmus in einem beliebigen Knoten. Falls
R = V(G), so ist der Graph zusammenhéngend. Andernfalls ist G[R] eine Zusammen-
hangskomponente von G und man iteriere mit G[V' \ R]. O

Fiir zwei Knoten v und w in einem Graphen G bezeichne dist(v,w) die Lénge eines
kiirzesten v-w-Weges in G. Wir nennen dist(v, w) auch den Abstand von v und w in
G. Falls es keinen v-w-Weg in G gibt, so setzen wir dist(v, w) := oo. In ungerichteten
Graphen gilt dist(v,w) = dist(w, v) fiir alle v,w € V(G).

Zeile 3 des Graph-Scanning-Algorithmus kann auf verschiedene Weisen realisiert wer-
den. Wiahlt man jeweils den Knoten v € (), der als letzter zu @) hinzugefiigt wurde
(das heift, @ wird als LIFO-Stack realisiert), so wird der Algorithmus Tiefensuche
beziehungsweise DFS (fiir depth-first-search) genannt. Dieser wird meist wie folgt re-
kursiv implementiert:

1 R:=0; DFS-visit(s);

DFS-visit(v)

1 R:=RU{v};

2 for wmit (v,w) € E(G) do

13 if w ¢ R then DFS-visit(w)

Falls man jeweils den Knoten aus ) wahlt, der als erstes zu () hinzugefiigt wur-
de (FIFO-queue), so handelt es sich um Breitensuche oder BFS (fiir breadth first
search). Die Biaume beziehungsweise Arboreszenzen (R,T'), die von DFS beziehungs-
weise BE'S berechnet werden, heiffen DFS-Baum beziehungsweise BFS-Baum.

Satz 6.18 FEin BFS-Baum enthdlt einen kiirzesten Weg von einem Knoten s zu allen
anderen, von s aus erreichbaren Knoten. Die Werte dist(s,v) fir allev € V(G) kénnen
in O(n +m) bestimmt werden.

Beweis. Wir modifizieren den Algorithmus BFS wie folgt:

O R:={s},Q:={s}, T:=0,1(s):=0;

@ while @ # () do begin

©) v := erster Knoten in ); entferne v aus Q;

@ for we N(v)\ R do

® R:= RU{w}, Q = QU{w}, T :=TU{v,w} bzw. (v,w), l(w) := l(v)+1;
©®  end while

Es gilt :

(x) Wird v in B gewahlt = [(w) < I(v) + 1 fiir alle w € @ und I(z) > I(y), falls =
nach y in ) aufgenommen wird.

Beweis: Die Behauptung gilt zu Beginn und in ) wird ein Knoten hinzugefiigt, dessen



6 Algorithmen auf Graphen 61

[-Wert, genau um 1 grofer ist als der von .

Behauptung: Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus gilt: [(v) = dist(gr)(s,v) =
distg(s, v) fir alle v € R.

Angenommen es gibt einen Knoten w mit distg (s, w) # dist(gr)(s, w), also distg (s, w) <
dist(z1) (s, w). Sei w so gewdhlt, dass es der Knoten mit geringstem Abstand zu s ist
der diese Eigenschaft hat. Sei P kiirzester s-w-Weg in G und sei e = (v, w) bezie-
hungsweise e = {v,w} die letzte Kante auf P. Dann gilt distg(s,v) = dist(g (s, v)
und distg(s, w) = distg(s,v) + 1 < dist(g (s, w). Also gilt

l(v) + 1 = dist(pr)(s,v) + 1 < dist(r1)(s,w) = l(w),

also wird v vor w aus @ entfernt. Nach obigen Uberlegungen gilt: Falls w zu diesem
Zeitpunkt in @, so gilt I(w) < [(v) + 1, sonst wegen der Kante e und Zeile ®) I(w) =
I(v) + 1. ;i O

Ein leerer Graph ist ein Graph, der keine Kanten enthilt. Fine Bipartition ei-
nes ungerichteten Graphen ist eine Partition der Knotenmenge V(G) = AUB, so-
dass G[A] und G[B] leere Graphen sind. Ein Graph heift bipartit, falls er eine
Bipartition besitzt. Der vollstindig bipartite Graph G mit V(G) = AUB und
E(G)={{a,b} |a€ A, be B} mit |A| =n und |B| = m wird mit K, ,, bezeichnet.
Wenn wir die Notation G = (AUB, E) benutzen, so meinen wir damit, dass G[A] und
G[B] leere Graphen sind. Ein ungerader Kreis ist ein Kreis ungerader Lénge.

Satz 6.19 Ein ungerichteter Graph ist genau dann bipartit, wenn er keinen ungeraden
Kreis enthdlt. In linearer Zeit kann man fir einen ungerichteten Graphen entweder
eine Bipartition oder einen ungeraden Kreis finden.

Beweis.

»,= Sei G bipartit mit Bipartition V(G) = AUB und sei ((vy,...,vs), (e1,...,¢ex))
ein Kreis in G. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei v; € A. Folglich gilt
vy € B, v3 € A usw., das heifst v; € A genau dann, wenn ¢ ungerade. Wegen
er, = (vg, v1) gilt: k ist gerade.

,<=" G ist ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zusammenhingend. (Argumentie-
re andernfalls fiir jede Zusammenhangskomponente.) Berechne einen beliebigen
spannenden Baum 7' von G und wihle einen Knoten s € V(G). Sei A := {v €
V(G) | distr(s,v) ist gerade}. Definiere B := V' \ A.

Behauptung: V(G) = AUB ist Bipartition.

Falls nicht, so gibt es ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eine Kante e = {x, y}
in G[A] oder G[B]. Aber dann bildet e zusammen mit dem z-y-Weg in T einen
ungeraden Kreis. (Die Lénge des z-y-Weges ist gerade, da z-s-Weg und y-s-Weg
gleiche Paritdt haben und, falls sie eine Kante gemeinsam haben, folgt die Paritét
von beiden Teilen éndert sich.)

g
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6.3 Minimale spannende Baume

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Gegeben sei im Folgenden eine Gewichts-
/ Kostenfunktion fiir die Kanten des Graphen ¢ : E(G) — R. Fir F C E(G) sei
o(F) =3 ,cpcle) und ¢(0) = 0.

Fiir einen Teilgraphen T von G seien ¢(E(T')) = > pir) c(e) die Kosten/das Gewicht
von 1.

Minimum-Spanning-Tree-Problem
Input: Ein zusammenhéngender ungerichteter Graph G = (V, E), Gewichte ¢ : E(G) — R.

Output: Ein spannender Baum in G mit minimalem Gewicht (auch minimaler span-
nender Baum genannt).

Kruskals Algorithmus

Input: Ein zusammenhéngender ungerichteter Graph G = (V, E'), Gewichte ¢ : E(G) —
R

Output: Ein minimaler spannender Baum T

@D  Sortiere E(G), sodass c(ey) < c(ez) < ... < c(em);
@ T:=(V(G),0);

@ fori=1tomdo

@ if T + e; ist kreisfrei then T := T + ¢;;

Satz 6.20 Der Algorithmus von Kruskal bestimmt einen minimalen spannenden Baum
und kann in O(mlog(n)) implementiert werden.

Beweis. Der Graph T, der vom Algorithmus von Kruskal zuriickgeliefert wird, ist
offensichtlich kreisfrei. Angenommen 7' ist nicht zusammenhéngend, dann gibt es eine
Partition V(G) = AUB mit |A|,|B| > 1, sodass keine Kante von T zwischen A und B
verlauft. Da G zusammenhédngend ist, muss es aber in GG eine Kante zwischen A und
B geben. Diese wire in Zeile @) ausgwihlt worden. Widerspruch.

Wir zeigen nun, dass 7' tatsdchlich minimaler spannender Baum ist. Sei T ein mi-
nimaler spannender Baum, sodass der kleinste Index i, fiir den e¢; € T aber ¢; & T
grofstmoglich ist. Falls dieser Index nicht existiert, so gilt 7' = T™ und wir sind fertig.
Ansonsten betrachte den Graphen T*+e;. Dieser enthélt einen Kreis. Da T kreisfrei ist,
muss dieser Kreis eine Kante e; € T enthalten. Die Kanten, die vor e; in T' eingefiigt
wurden, sind geméf Annahme auch alle in 7% enthalten. Zu dem Zeitpunkt, zu dem
Kruskals Algorithmus die Kante e; zu T" hinzugefiigt, hitte auch e; zu T hinzugefiigt
werden konnen, ohne einen Kreis zu erzeugen. Da e; ¢ T muss also j > ¢ und damit
c(e;) > c(e;) gelten. Dann ist aber (7T + ¢;) — e; ein minimaler spannender Baum, der
der Wahl von T™ widerspricht.

Laufzeit des Algorithmus:

Sortieren der m Kanten geht in O(mlog(m)) = O(mlog(n)). Die for-Schleife wird
m-mal durchlaufen. Der Test, ob T" + e; kreisfrei ist, ldsst sich in O(1) durchfiihren,
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wenn man sich fiir jeden Knoten die Komponente merkt, in der er aktuell liegt. Zu
Beginn liegen alle Knoten in unterschiedlichen Komponenten. Wird eine Kante vom
Algorithmus zu T hinzugefiigt, so werden zwei Komponenten vereinigt und die ent-
sprechenden Werte aller Knoten der einen Komponente auf die der anderen gesetzt.
Damit ldsst sich Kreisfreiheit in O(1) testen, da lediglich gepriift werden muss, ob die
Endknoten der einzufiigenden Kanten in unterschiedlichen Komponenten liegen.

Es bleibt zu zeigen, dass die Aktualisierung der Komponentennummern hinreichend
schnell durchgefiihrt werden kann. Die Idee hierzu ist, dass man beim Einfiigen ei-
ner Kante den Knoten der kleineren Komponente als neuen Komponentenwert den
der grofseren Komponente gibt. Damit ist sichergestellt, dass jeder Knoten maximal
O(log(n))-mal eine Komponentennummer bekommt. Die Gesamtlaufzeit betrigt somit
O(m + nlog(n)) fiir die Zeilen 3) und @.

Die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal ist daher O(mlog(n)). O

Eine Eulertour ist ein geschlossener Kantenzug, der jede Kante des Graphen genau
einmal enthilt. Ein ungerichteter Graph heift eulersch, falls der Grad eines jeden
Knotens gerade ist. Ein gerichteter Graph heift eulersch, falls [0~ (v)| = |7 (v)] fiir
alle v € V(G).

Satz 6.21 Ein zusammenhdngender Graph besitzt genau dann eine Fulertour, wenn
er eulersch ist.

Bewelis.
,= trivial.

,<" Folgt aus dem nachfolgendem Algorithmus.

Eulers Algorithmus

Input: Ein zusammenhéngender eulerscher Graph G
Output: Eine Eulertour in G

@O  Waihle v; € V(G) beliebig. Return(Euler(G, vy))

Euler(G, vy)

DO W=, z=uwy;

@ while §(x) # 0 do

6) wahle e(z,y) € d(z);

@ W=Wey; x:=y; E(G) = E(G) \ {e};
®  Sei W :=wy,e1,..., 0k, €, Vka;

©® fori=1tokdo W, :=Euler(G,v;);

@  return (Wi, ey, Wo,ea, ..., Wi, €, Vki1);

Satz 6.22 Eulers Algorithmus ist korrekt und kann in O(m+n) implementiert werden.
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Beweis. Wir benutzen Induktion iiber |E(G)|. E(G) = 0. klar.

Aufgrund der Gradbedingung gilt vy = wvgyq in Zeile ©), das heift, W ist ein ge-
schlossener Kantenzug, in dem jede Kante nur einmal vorkommt. Sei G’ der Graph
nach Entfernen von eq,...,e;. Dann erfiillt auch G’ die Gradbedingung. Fiir jedes
e € E(G') gibt es ein kleinstes i € {1, ...k}, sodass e in der gleichen Zusammenhangs-
komponente wie v; liegt. Dann gehort e nach Induktionsannahme zu W; und W, wie
in Zeile (7) zuriickgeliefert, enthélt allen Kanten von G genau einmal.

Die Laufzeit ist linear, da jede einmal besuchte Kante sofort gel6scht wird. 0

6.4 Kirzeste Wege

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und ¢ : E — R. Wir haben schon gesehen, wie
man distg(z,y) fir x,y € V(G) mittels Breitensuche in O(n + m) ausrechnen kann.
Definiere dist(g ) (x,y) ;= min{c(E(P)) | P ist ein z-y-Weg}.

Wie berechnet man dist (g ¢ (z,¥)?

Kiirzeste Wege sind im Folgenden immer gewichtet.

Kiirzeste-Wege-Problem

Input: Ein Digraph G, ¢: E(G) — R, s,t € V(G).

Output: Ein kiirzester s-t-Weg in G beziehungsweise die Angabe, dass ein solcher
nicht existiert.

Es zeigt sich, dass das Problem schwieriger ist, falls negative Kantengewichte vorkom-
men. Wir setzen daher voraus, dass alle Kantengewichte nicht-negativ sind.

Dijkstras Algorithmus
Input: Ein Digraph G, ¢: E(G) — Ry, s € V(G).
Output: [(z) = dist(g,¢)(s, x) fiir alle z € V(G).

I(s) =0, l(z) =0 fiirz € V(G)\ {s}, Q@ :=V;
while Q # 0 do
x := Knoten in () mit [(x) minimal,
Q:=Q\{z};
for y € Q mit (z,y) € E(G) do
x x

l(y) := min(l(y), [(z) + c((z,y)));

CICICICISIC

Satz 6.23 Dijkstras Algorithmus bestimmt dist(q.q)(s, ) fir alle x € V(G) und kann
in O(n?) implementiert werden.

Beweis. Angenommen es gibt bei Beendigung des Algorithmus einen Knoten z mit
l(x) # dist(g,e) (s, x). Betrachte den Zeitpunkt (Zeile 3)), bevor = aus @) entfernt wird,
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und sei x der erste Knoten, der aus @) entfernt wird mit /() # dist(g (s, ). Dann gilt
x # s und l(x) > dist(gq (s, ), da Zeile @ die Existenz eines s-z-Weges der Lénge
hochstens [(x) impliziert.

Seien s = vy, Vg, ..., vy = x die Knoten eines kiirzesten s-x-Weges in G. Sei ¢ der
grofste Index eines Knotens auf diesem Weg, der bereits aus @) entfernt wurde. Dieser
Index existiert, da s ¢ Q. Da v, € @, gilt [(vi1) < (v;) 4+ ¢((vi, vi41)) nach Zeile ©).
Nach Zeile () gilt:

l(z) < Uvig1) < Uvs) + c((vi, vig1)) < dist(ge) (s, 7).

Laufzeit: Die while-Schleife wird n-mal durchlaufen. Zeile 3) benétigt O(n) = O(n?).
Die Zeilen ® und 6 benétigen insgesamt O(m).
= Die Gesamtlaufzeit betriigt O(n?). O

Bemerkung 6.24 Indem man sich in Zeile ®) fiir den Knoten y im Falle, dass [(x) +
c((z,y)) < l(y) gilt, den Knoten x als Vorgénger von y merkt, kann man sich auch
leicht zusétzlich die kiirzesten z-y-Wege fiir alle x € V(G) merken. Diese bilden alle
zusammen eine Arboreszenz mit Wurzel s.

Durch die Benutzung bindrer Heaps ldsst sich Dijkstras Algorithmus effizienter imple-
mentieren.

Satz 6.25 Digkstras Algorithmus kann in O(mlogn) implementiert werden.

Beweis. Benutze fiir die Menge Q) bindre Heaps. Dann lassen sich die Zeilen @) und
@ in O(logn) realisieren. Zeile ) bendtigt ebenfalls O(logn). Somit ergibt sich eine
Gesamtlaufzeit von O(nlogn + mlogn) = O(mlogn). O

Bemerkung 6.26 Falls man auch negative Kantengewichte erlaubt, so funktioniert
Dijkstras Algorithmus nicht mehr:

Sei G ein Graph und ¢ : E(G) — R. Dann heift ¢ konservativ, falls es keinen Kreis
mit negativem Gewicht gibt.

Lemma 6.27 Sei G Digraph und ¢ : E(G) — R konservativ. Sei k € N und s,w €
V(G). Sei P ein kiirzester s-w-Weg mit hichstens k Kanten und sei e = (v,w) die
letzte Kante in P. Dann ist Py, ein kirzester s-v-Weg unter allen s-v-Wegen mit
hochstens k — 1 Kanten.
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Beweis. Angenommen () ist kiirzester s-v-Weg mit |F(Q)| < k — 1 und ¢(E(Q)) <
c(E(P —e¢))=c(E(P))—c(e). Falls w € V(Q), so ist @ + e ein kiirzerer s-w-Weg als
P mit hoéchstens k£ Kanten. Ansonsten gilt:

C(E(Q[s,w})) = C<E<Q)) + C(G) - C<E<Q[w,v] + 6))
< (E(P)) = c(E(Quu +€))
< (E(P)),
da c konservativ ist und @y, + e Kreis ist. Widerspruch zur Wahl von P. ]

Bellman-Moore-Algorithmus
Input: Ein Digraph G, konservatives ¢ : E(G) — R, s € V(G).
Output: [(z) = dist(g (s, x) fiir alle z € V(G).

D  Us):=0,l(x) =0 firx e V(G)\ {s};
@ fori:=1ton—14do

6)) for (z,y) € E(G) do

@ l(y) == min{l(y), l(z) + c((z,y))};

Satz 6.28 Der Bellman-Moore-Algorithmus arbeitet korrekt und kann in O(m - n)
implementiert werden.

Beweis. Laufzeit: Zeile @ wird O(m-n) mal durchlaufen und kann in O(1) realisiert
werden. Rest: O(n).

Korrektheit: Wir zeigen induktiv iiber die Anzahl der Kanten £ eines kiirzesten s-z-
Weges fiir alle z € V(G):
(x) Nach spétestens k Iterationen der for-Schleife in Zeile @) gilt I(z) = dist(g ¢ (s, ©).

Beweis: k = 1: klar.

Sei x ein Knoten, sodass ein kiirzester s-x Weg P mit k Kanten existiert, und sei y
vorletzter Knoten dieses Weges. Dann ist P, ein kiirzester s-y-Weg, denn gébe es
einen kiirzeren Weg @), so enthielte PUQ einen kiirzeren s-z-Weg als P (falls z ¢ @, so
ist QU {z,y} ein solcher Weg; sonst muss Q[, ) kiirzer als {z,y} sein = P2 + Qy
ist kiirzer als P).

= I(y) = dist(g,¢(5,y) nach k — 1 Iterationen.

= l(l’) < l(y) + c((y,a:)) = diSt(G,c)(Say) + c((y,a:)) = diSt(G,c)(37x)' O

Bemerkung 6.29 Was passiert, wenn man den Bellman-Moore-Algorithmus auf ei-
nem Graphen mit nicht-konservativen Kantengewichten laufen lasst?

Falls sich in der n-ten Tteration eine Anderung ergibt, folgt, dass ¢ nicht konservativ
war. Ansonsten dndert sich auch in den nachfolgenden Iterationen nichts. Somit sind
keine negativen Kreise von s aus erreichbar.

Wir wollen nun noch einen einfachen Algorithmus kennen lernen, mit dem man fiir
konservatives ¢ den Abstand zwischen allen Paaren von Knoten berechnen kann. Dies
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geht, indem man n-mal den Bellman-Moore-Algorithmus aufruft, jedoch ben6tigt man
dann eine Laufzeit von O(n?-m). Nachfolgender Ansatz benétigt lediglich eine Laufzeit
von O(n?).

Sei GG ein gerichteter Graph, c sei konservativ und die Knoten von G seien mit 1,...,n
bezeichnet. Sei d; j(k) die Lange eines kiirzesten i- j-Weges, bei dem alle inneren Knoten
in der Menge {1,...,k} liegen. Dann ist d; j(n) der gesuchte Abstand. Dieser lésst sich
rekursiv wie folgt berechnen:

0, falls 7 = J,
d; (k) = c((7,4)), falls ¢ # 7, (1,7) € E(G), k =0,
ST oo, falls (i,) & E(G), k =0,

mln{dw(k — 1), d17k(l€ - 1) + dk:,j(k - 1)} sonst.

Floyd-Warshall- Algorithmus
Input: Ein Digraph G mit V(G) = {1,...,n}, konservatives ¢ : E(G) — R.
Output: distg ) (x,y) fiir alle z,y € V(G).

G

oo fiir alle (4,7) € E(G);

d; (0)
d; ;(0) := ¢((i, 7)) fiir alle (z,7) € E(G);
d;(0) := 0 fiir alle i;
@ fork:=1tondo
®) fori:=1tondo
@ for j:=1tondo
® d;j(k) = min{d; ;(k — 1), d; x(k — 1) + di;(k — 1)}

Satz 6.30 Der Floyd-Warshall-Algorithmus ist korrekt und kann in O(n®) implemen-
tiert werden.

Beweis. Laufzeit: klar.

Korrektheit: Dazu reicht der Nachweis der Korrektheit der Rekursionsformel. Offen-
sichtlich ist d; ;(0) korrekt initialisiert. Betrachte d; ;(k), also die Lénge eines kiirzesten
i-j-Weges, dessen innere Knoten alle in der Menge {1, ..., k} liegen. Falls der Knoten
k in einem solchen Weg nicht vorkommt, so gilt d; ;(k) = d; j(k—1). Falls der Knoten &
vorkommt, so gilt d; ; (k) = d; x(k—1)+dy ;(k—1), denn, falls sich kiirzester i-k-Weg P
und kiirzester k-j-Weg @, die jeweils nur die Knoten {1,...,k— 1} im Inneren haben,
in einem dieser Knoten schneiden, so enthielte P U () einen Kreis, der £ enthélt. Da
der Kreis die Lange > 0 hat, gébe es einen ¢-j-Weg, der Knoten £ nicht enthilt und
hochstens so lang ist. O

Bemerkung 6.31 Der Floyd-Warshall-Algorithmus lasst sich vereinfachen, indem
man statt d; ;(k) einfach nur d; ; in Zeile O und © des Algorithmus benutzt.
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6.5 Netzwerkfliisse

Gegeben sei ein Digraph G = (V| F), Kantenkapazititen u : F(G) — R und zwei
ausgezeichnete Knoten s € V(G), die Quelle, und t € V(G), die Senke. Das Tupel
(G, u, s,t) bezeichnet man als Netzwerk.

Ein Fluss in einem Netzwerk (G, u, s,t) ist eine Funktion f: F(G) — Ry mit
fle) <u(e) Vee E(Q) (Zuléssigkeit).
f ist ein s-t-Fluss, falls

Z f(e Z fle) YveV(G)\{s, t} (Flusserhaltung).

e€d—(v) e€dt(v)
Der Wert ecines s-t-Flusses ist definiert als

val(f) = Y fle)— Y fle).

e€dt(v) e€d~ (v)

Maximum-Flow-Problem
Input: Ein Netzwerk (G, u, s,t) (ohne parallele Kanten).

Output: Ein s-t-Fluss maximalen Werts.

Beispiel 6.32

= maximaler Wert eines s-t-Flusses ist 25.

Lemma 6.33 Fir jedes A CV(G) mit s € A, t € A und jeden s-t-Fluss gilt:
(a) val(f) = Zeeé+(A) fle) — Zeeé—(A) f(e)
(b) val(f) < Zee<5+(A) u(e).

Beweis.

(a) Wegen der Flusserhaltung fiir v # s gilt

val(f) = Zeea+(s) fle) — Zee(sf(s) f(e)
= Yoea (Teesr0 /0 = Tees9 1€))
= Zeeﬁ(A) f(e) — Zeeaf(A) f(e).
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(b) f(e) <wu(e) und f(e) > 0 fiir alle e € E(G).
= val(f) = X cesr(a) F(€) = 2es—(a) F(€) < Deesray ule).

O

Sei X C V(G) mit s € X, t € X. Dann heift 67(X) ein s-t-Schnitt. Die Kapazitit
eines s-t-Schnittes 67 (X) ist als > 51y u(e) definiert. Ein minimaler s-¢-Schnitt
ist ein s-t-Schnitt mit minimaler Kapazitét.

Sei G = (V, E) ein Digraph. Fiir ¢ = (z,y) € E(G) bezeichne e die gegenliufige
Kante (y, z).

Gegeben sei ein Digraph G = (V, E) und Kantenkapazititen v : F(G) — R, und ein
Fluss f : E(G) — R,. Dann sind die Restkapazititen uy definiert durch ug(e) :=
u(e) — f(e) und us(e) := f(e). Der Restgraph G hat die Knotenmenge V(G) und
Kantenmenge E(G;) := {e € E(G) | us(e) > 0}U{e | e € E(G) und us(e) > 0}.

Beispiel 6.34

Beachte: G kann parallele Kanten enthalten, die nicht vereinigt werden.

Gegeben sei ein Netzwerk (G, u, s,t) und ein s-t-Fluss f, so ist ein f-augmentierender
Weg ein s-t-Weg im Restgraphen G. Sei P ein f-augmentierender Weg und 0 <y <
min.cg(p) ts(e). Dann verstehen wir unter der Augmentierung von f entlang P
um ~ das Folgende: Fiir jedes e € F(P) erhohe f(e) um ~, falls e € E(G) und er-

niedrige f(e) um 7, falls e€ E(G). Beachte, dass nach Konstruktion von G; auch bei

parallelen Kanten eindeutig feststeht, ob e € E(G) oder e€ E(G). Die Augmentierung
von f entlang P um + liefert einen neuen Fluss f' mit val(f’) = val(f) + 7.

Ford-Fulkerson-Algorithmus
Input: Ein Netzwerk (G, u, s,t) mit u: E(G) — Z,.

Output: Ein s-t-Fluss maximalen Wertes.

D  f(e) ;=0 fiir alle e € E(G);
@  while 3 f-augmentierenden Weg P do
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©), ¥ := minep(p) uys(e);
@ augmentiere f entlang P um ~;

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz 6.35 Fin s-t-Fluss f hat genau dann mazximalen Wert, wenn es keinen f-aug-
mentierenden Weg gibt.

Beweis. Falls es einen f-augmentierenden Weg gibt, so kann f entlang P zu einem
Fluss mit grokerem Wert augmentiert werden.

Falls es keinen f-augmentierenden Weg gibt, so ist ¢ von s aus in Gy nicht erreichbar.
Sei R die Menge der von s aus in G erreichbaren Knoten. Dann gilt f(e) = u(e) fiir
alle e € 5 (R) und f(e) = 0 fiir alle e € d;(R), da sonst nach Definition von G eine
Kante aus R herauslduft in G. Nach Lemma 6.33 (a) gilt:

val(f)=">_ fle)= > fle)= > ule).
e€d(R) e€d_(R) ecét (R)

= Nach Lemma 6.33 (b) hat f maximalen Wert. O

Satz 6.36 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) In einem Netzwerk (G, u, s,t) stimmen
der Wert eines mazimalen s-t-Flusses und die Kapazitit eines minimalen s-t-Schnitts
tiberein.

Beweis. Nach Lemma 6.33 (b) ist der Wert eines s-t-Flusses hochstens so grof wie
die Kapazitit eines s-t-Schnittes. Im Beweis von Satz 6.35 wurde ein Schnitt 7 (R)
definiert mit val(f) = > c5+ (g ule). O

Satz 6.37 Der Algorithmus von Ford-Fulkerson ist korrekt und bendtigt hdchstens
O(m - val(f)) Laufzeit.

Beweis. Korrektheit: folgt aus Satz 6.35.
Laufzeit: In jedem Durchlauf der while-Schleife erh6ht sich der Wert des Flusses
mindestens um 1. Ein Schleifendurchlauf benétigt O(m). O

Beispiel 6.38
100 100
100 100

Falls augmentierende Wege s,a,b,t und s, b, a,t immer abwechselnd gewahlt werden,
so bendtigt Ford-Fulkerson O(val(f)) Iterationen.
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Was passiert bei nicht-ganzzahligen Kapazititen beim Ford-Fulkerson-Algorithmus?
Es gibt Beispiele, die zeigen, dass Ford-Fulkerson weder terminiert noch gegen das
Optimum konvergiert.

Satz 6.39 Falls alle Kapazititen ganzzahlig sind, so existiert stets ein ganzzahliger
Fluss mazimalen Wertes.

Beweis. Dies folgt aus der Korrektheit des Ford-Fulkerson-Algorithmus. O

Bemerkung 6.40 Satz 6.39 zeigt, dass es bei ganzzahligen Kapazititen stets einen
ganzzahligen Fluss mit maximalem Wert gibt. Aber nicht jeder Fluss mit maximalem
Wert ist ganzzahlig:

Probleme mit dem Ford-Fulkerson-Algorithmus:
Der Algorithmus kann exponentielle Laufzeit bendtigen und terminiert bei nicht-
ganzzahligen Kapazititen nicht notwendigerweise.

Edmonds-Karp-Algorithmus(Edmonds & Karp 1972)
Input: Ein Netzwerk (G, u, s,t) mit u : E(G) — R..

Output: Ein s-t-Fluss maximalen Wertes.

D  f(e) :=0 fiir alle e € E(G);

@  while 3 f-augmentierenden Weg do

®) wahle kiirzesten f-augmentierenden Weg P;
@ 7Y = mineepp) us(e);

® augmentiere f entlang P um ~;

Fiir die Laufzeit des Ford-Fulkerson-Algorithmus benétigen wir zunéchst folgendes
Lemma:

Lemma 6.41 Der Abstand distg, (s, x) wichst monoton mit jedem Schieifendurchlauf
des Edmonds-Karps-Algorithmus fiir alle x € V.

Beweis. Fiir x = s gilt dies sicherlich, sei also z # s. Angenommen es gibt einen
Knoten z, sodass distg, (s, ) in einer Iteration des Algorithmus kleiner wird. Sei f
der Fluss, bevor distg, (s, r) fiir ein # € V' zum ersten Mal kleiner wird, und sei f’ der
Fluss eine Iteration spater.

Sei z so gewéhlt, dass diSth/(S, r) < distg, (s, ), und sei zudem distgf,(s, x) minimal
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unter allen moglichen Wahlen von x. Sei P ein kiirzester s-z-Weg in Gy und sei y der
Vorgédnger von x in P.
Dann gilt: distg,, (s, 2) = distg,, (s,y) + 1. Zudem gilt nach Wahl von z:

diste, (s,y) > diste, (s, y).
Wir behaupten nun, dass (y,x) ¢ E(Gy) gilt. Falls doch, so gélte:
dist, (s, z) < distg, (s,y) + 1 < distg,, (s, y) + 1 = distg,, (s, 7) k
Es gilt also (y,z) € E(Gy) und (y,z) € E(Gy).
Es folgt: Der Edmonds-Karp-Algorithmus muss den Fluss entlang der Kante (z,y)

erhoht haben, um von f nach f’ zu kommen. Edmonds-Karp wéhlt stets den kiirzesten
Weg. = kiirzester s-y-Weg in G enthilt die Kante (z,y).

= distg, (s, ) dista, (s,y) — 1

< distgf,(s, y)—1
= distgf,(s, y) — 2
Dies ist ein Widerspruch zu distg,, (s, z) < distg, (s, ). = z existiert nicht. O

Satz 6.42 Der Edmonds-Karp-Algorithmus ist korrekt und kann in O(n - m?) imple-
mentiert werden.

Beweis. Laufzeit: Jeder Durchlauf der while-Schleife kann in O(m) mittels Breiten-
suche implementiert werden. Es reicht daher zu zeigen, dass es hiéchstens O(n - m)
Augmentierungsschritte gibt.

Eine Kante (x,y) € E(P) eines s-t-Weges in Gy heifit kritisch, falls u;((z,y)) =
mineeg(py uy(e).

Beobachtung: Nach Augmentierung von P wird jede kritische Kante in P aus G
entfernt. Aufterdem wird in jedem Augmentierungsschritt mindestens eine kritische
Kante entfernt.

Sei (z,y) eine Kante, die kritisch ist in G. Da (z,y) auf einem kiirzesten s-t-Weg in

Gy liegt, gilt distg,(s,y) = distg,(s,x) + 1. Die Kante (x,y) wird aus G entfernt.

Wann kann sie in einem spéteren Schritt wieder auftreten? Nur falls (y,z) in einem

augmentierenden Weg auftritt. Sei f’ der Fluss zu diesem Zeitpunkt. Dann gilt
distq,, (s, 2) = distg,, (s,y) + 1.

Da distg, (s,y) < distg,, (s, y) nach Lemma 6.41, folgt:

distg,, (s, x) = distg,, (s,y) + 1 > distg,(s,y) + 1 = distg, (s, ) + 2.
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= Falls eine Kante (z,y) mehrmals kritisch ist, so erh6ht sich der Abstand von s nach
x jedesmal. Da der Abstand maximal n — 1 sein kann, kann eine Kante maximal O(n)
mal kritisch sein. Es gibt O(m) Kanten, die kritisch werden kénnen. In jedem Schritt
ist mindestens eine Kante kritisch. = O(n - m) Schritte maximal.

Die Korrektheit folgt, da maximal O(n-m) Augmentierungsschritte erfolgen und bei
Terminierung des Algorithmus mit Fluss f kein s-t-Weg im Restgraphen G existiert
und f nach Satz 6.35 somit Fluss maximalen Werts ist. O

6.6 Matchings in bipartiten Graphen

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Teilmenge M C E heift Matching, falls
fir alle e # f, e, f € M gilt: en f = (. M ist maximales Matching, falls M U {e}
kein Matching fiir alle e € £\ M ist. M ist grofites Matching, falls |M| > |M’| fiir
alle Matchings M.

Grofste-Matching-Problem
Input: G = (V, E).
Output: Groktes Matching M.

Satz 6.43 Ein mazimales Matching kann in O(m) berechnet werden.

Beweis. Folgender Algorithmus liefert das Gewiinschte:
M =1
while Je € £\ M mit M U {e} ist Matching
M =M U{e} O

Satz 6.44 Ist M ein mazrimales Matching und M* ein grifites Matching, so gilt

1
M| > oM7),
2

Beweis. Sei S := {z € V | de € M mit x € e}. Dann gilt |S| = 2|M]|. Fiir e € M*
gilt eNS#Pund e # f, e, f € M* Somit ist e f = 0.
= |M*| <|S| =2|M]|. O

Die Schranke in Satz 6.44 ist bestmoglich, wie folgende Beispiele zeigen:
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M| =2, |M*| =4 |M| =4, |M*| =6

Satz 6.45 In bipartiten Graphen kann ein grifites Matching in O(n - m) bestimmt
werden.

Beweis. Sei G = (AUB, E) ein bipartiter Graph. Dann konstruieren wir ein Netzwerk
(G’ u, s,t) aus G wie folgt:

V(@) :=V(G)U{s,t},

B(G) = {(r.9) | 7 € Ay € B, {z, 5} € B(G)} U{(s,2) | z € A}U{(z,1) | £ € B},
u(e) :=1 fiir alle e € E(G").

Sei f ein s-t-Fluss maximalen Werts in (G’, u, s,t) und M ein groftes Matching in G.
Behauptung: Es gilt |M| = val(f).

o | M| > val(f):
Wir wissen nach Satz 6.39, dass f als ganzzahlig angenommen werden kann, das
heifit also f(e) ist entweder 0 oder 1 fiir jede Kante.
Betrachte alle Kanten (z,y) € E(G') mit f((x,y)) = 1. Dann bilden die ent-
sprechenden Kanten {{z,y} | f(z,y) = 1} ein Matching in G, das val(f) viele
Kanten enthalt.

o | M| <val(f):
Fir {z,y} € M mit x € A und y € B definiere Fluss f durch f((s,:c)) =

f((z,y) = f(y, 1) = 1.

= val(f) = |[M|. = val(f) < |M].
Es reicht also, einen s-t-Fluss maximalen Wertes in (G’, u, s,t) auszurechnen. Dieser
kann mit dem Algorithmus von Ford-Fulkerson in O(m - val(f)) = O(n-m) berechnet
werden. OJ

Ein Matching M in einem Graphen G = (V, E) heift perfeks, falls |M| = 3|V|.

Satz 6.46 FEin bipartiter Graph G = (AUB, E) mit |A| = |B] besitzt genau dann ein
perfektes Matching, wenn |N(S)| > |S| gilt fir alle S C A.

Beweis. Falls G ein perfektes Matching besitzt, so zeigen die Matchingkanten, dass
IN(S)| > |S] fiir alle S C A gilt.

Zum Nachweis der anderen Richtung fithren wir eine Induktion iiber |A|. Falls |A| =1,
so gilt die Aussage offensichtlich. Sei also |A| > 2. Falls [N(S)| > |S|+1 fiir alle S C A
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mit |S| < |A] gilt, so sei {z,y} eine beliebige Kante in G. Nach Induktionsvorausset-
zung besitzt der Graph G \ {z,y} ein Matching, das zusammen mit der Kante {z,y}
ein perfektes Matching in G bildet.
Wir kénnen nun also davon ausgehen, dass es ein S C A mit |[N(S)| = |S| und |S| < |A]
gibt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann in dem von s U N(S) induzierten
Graphen ein perfektes Matching. Betrachte nun den Graphen G’ := G\ (S U N(S)).
Dieser erfiillt die Voraussetzungen des Satzes, denn gébe es eine Menge T' C A\ S
mit [N (T)| < |T, so gélte |Ng(T U S)| < |T| + |S|. Somit gibt es nach Indukti-
onsvoraussetzung in G’ ein perfektes Matching und insgesamt damit auch eines in G.
O

Korollar 6.47 FEin k-reguldrer bipartiter Graph besitzt ein perfektes Matching.

Beweis. Ein k-regulirer bipartiter Graph erfiillt die Voraussetzungen von Satz 6.46.
O
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Wir beschéiftigen uns in diesem Kapitel mit der numerischen Lésung linearer Glei-
chungssysteme, das heifst Gleichungssysteme der Form:

111 + Q12%2 + ... + aApnTy, = bl

aAp1T1 + Quaxos + ... + apnx, = b,

oder kompakt geschrieben: A -« = b mit ,b € R” und A = (a;;) € R™", wobei
x=(21,...,2,)7 und b= (by,...,0,)7T.

7.1 Der Gauld'sche Algorithmus

Eine Matrix A € R™" heifit obere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir alle 7 > j gilt,
das heifst, falls A die Form

a1

Qnn

hat. A heifit untere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir alle ¢ < j gilt. Eine Dreiecks-
matrix heifst normiert, falls a;; = 1 fiir alle 7 gilt.

Satz 7.1 Sei b € R" und A € R™*" obere Dreiecksmatrix mit a; # 0 fir alle i. Dann
lasst sich die Losung x € R™ des linearen Gleichungssystems A - x = b sukzessive

berechnen durch
1 n
i=— | bi— i =n,..., 1.
X . ( Z CLkZEk) 1 n

Beweis. Durch Umformen erhilt man

n
T + E a;x Ty = b1,

k=i+1

was genau der i-ten Zeile des linearen Gleichungssystems A - x = b entspricht. [
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Dieses Vorgehen nennt man auch Lésen durch Riickwirtseinsetzen.
Die Matrix I € R™"™ mit I = (0;;); j=1,.» heift Einheitsmatrix. Eine Matrix A €
R™ "™ heift regulér, falls es eine Matrix A~ € R™*" gibt mit A- A~' = I. Andernfalls
heifst A singulér.
Essei A-x = b ein lineares Gleichungssystem. Dann dndern die folgenden Operationen
die Lésungsmenge nicht:

(1) Vertauschen von Zeilen

(2) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

(3) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

Der Gauk’sche Algorithmus nutzt diese drei Operationen, um ein gegebenes lineares
Gleichungssysteme so umzuformen, dass Satz 7.1 angewendet werden kann.

Gauf’scher Algorithmus
Input: Regulire Matrix A € R™", b € R".
Output: * € R" mit A-x =b.

for k:=1tondo
bestimme [ > k, sodass a;, # 0;
vertausche Zeilen [ und k;
for j:=k+1tondo
Li = ﬁ;
bj = bj — ljkbk;
for i:=k tondo
aji = aj; — ljkar;
fori:=1tondo

XT; i — a%-i (bl - ZZ:Z‘+1 azkxk)a

=ICICISICICICICICIC

Satz 7.2 Der Gauf’sche Algorithmus ist korrekt und berechnet eine Lisung in O(n?).

Beweis. Laufzeit: Klar, da drei ineinander geschachtelte for-Schleifen durchlaufen
werden.

Korrektheit: Wir zeigen zunichst, dass in den Zeilen 3)-@® das lineare Gleichungs-
system auf obere Dreiecksgestalt gebracht wird. In den Zeilen 3)-@® werden nur die
Operationen (1) und (3) angewandt. Das entstehende lineare Gleichungssystem hat
also die gleiche Losungsmenge wie A - x = b. Wir zeigen nun, dass am Ende von Zeile
@®) die Matrix A obere Dreiecksmatrix ist.

Sei j > 1. Der Wert von aj; wird letztmalig gedindert, wenn k = ¢ ist. Dann gilt:

Q5L Q5
aj; — likar; = aji — g = Qj; — —a; = 0.
Ak Qi
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Es bleibt zu zeigen, dass fiir regulires A in Zeile @) stets ein a;, # 0 gefunden werden
kann. Es gilt: A ist regulir genau dann, wenn det(A) # 0 ist. Somit wird fiir £ = 1
ein a;; # 0 gefunden, da sonst die erste Spalte von A der Nullvektor wire und somit
det(A) = 0 gélte. Das Vertauschen zweier Zeilen dndert das Vorzeichen der Determi-
nante, wihrend Operation (3) den Wert der Determinante nicht dndert. Folglich hat
A nach einem Schleifendurchlauf die Gestalt

ailx iz -+ Qin
0
A= "
0
und es gilt det(A) = +ay; det(A’). Per Induktion folgt die Aussage fiir A’. O

Korollar 7.3 Die Delerminante einer Matriz lisst sich in O(n?) berechnen.

Beweis. Falls die Matrix reguldr ist, so gilt, wie im Beweis von Satz 7.2 gesehen,
dass det(A) = £ ][, a; ist, wobei a; die Eintrige bei Beendigung des Gauf’schen

(22

Algorithmus sind. Ein Vorzeichenwechsel tritt bei jeder Ausfiihrung von Zeile (3) mit

[ # k auf.
Ist die Matrix nicht regulér, folgt det(A) = 0. O
Beispiel 7.4
3r, + @y + 8x3 = 11
6$1 + 2.%‘2 + 5333 = 0
9[171 + 4ZL’2 + 71‘3 = 0
3 1 8|11 3 1 8 |11 3 1 8 |11
6 2 5|0 — 0 0 -11}-22 — 0 1 -171-33
9 4 710 0 1 -171-33 0 0 -11]-22

= ¢ = (—2,1,2)7 und det(A) = 33.

Es bezeichne im Folgenden a;, ") den Wert von a;; nach k Durchlaufen der for-Schleife in

Zeile @) des Gaufy’schen Algorlthmus Dann gilt geméf Zeile §) aj a(k 2 —1; a,(j 2

Zeile erd nur fiir j > k durchlaufen. Somit gilt a( " = ag-? D= = a(J b,

Sei rj; = a]Z , das heifst (7;);i=1
Algorithmus. Dann gilt:

n sei die Matrix bei Beendigung des Gaufs’schen

-----

_ G-y (1-2) (1-2)
Tji = Qj; = a5 ° - Ljj- 14514
_ (J 3) (3—3) (1-2)
= Qg l]] 205 _9; _ZJJ 1a5_1;

-1
- E ljka,m —ajl-—g LikTri
k=1
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Man erhélt somit
7j—1
CL]'Z‘ = sz' — Z ljk:rki <7]_>
k=1

(7ji)j.i=1,..n ist obere Dreiecksmatrix. = r;; = 0, falls j > 1.
= fiir j > ¢ gilt

Qj; = Z ljkm. (72)
k=1

1 11

Sei L = und R =

1 Trn

Satz 7.5 Fulls beim Gauf$’schen Algorithmus keine Zeilenvertauschungen stattfinden,
so liefert der Algorithmus eine Zerlegqung A = L - R.

Beweis. Ausrechnen von L - R ergibt:

7"1j
T’Qj

(L'R)ij = (li17li2>-"alii71>170a--'70)' Tj

0
0
i1
Zlikrkj +ry, fallsj>i>1
— k;l
J
Zlikrkj, falls e > 7 > 1.
k=1
Ein Vergleich mit (7.1) und (7.2) zeigt die Behauptung. 0

Eine Zerlegung A = L - R, wobei L-normierte untere Dreiecksmatrix und R obere
Dreiecksmatrix sind, nennt man L- R-Zerlegung (im Englischen L-U-Zerlegung).

Bemerkung Die L-R-Zerlegung ist eindeutig.

Satz 7.6 Ist eine L-R-Zerlequng A = L - R gegeben, so ldsst sich das lineare Glei-
chungssystem A - x = b in O(n?) ldsen.
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Beweis. Sei b§k) der Wert von b; nach k Iterationen. Setze ¢; := b§."). Dann gilt

=097 = 9 g Bl

i—3 -3 —2
o Ay iy

j—1
0
i=1

_ Jj—1
= bj =Cj + Zi:l ljici-

= L-c=0b.
Zudem gilt R-x = ¢. = Lose zuniichst in O(n?) L - ¢ = b nach ¢ auf und 16se danach
in O(n*) R-x = c. O
Do ; i . X . . 0 1
Nicht jede regulidre Matrix besitzt eine L- R-Zerlegung, wie zum Beispiel A = 10
zeigt.
Eine Permutationsmatrix P € R"*" zu einer Permutation 7 : {1,... , n} — {1,... n}
hat die Form
el
(1)
pP=1 :1,
T
eﬂ(n)

wobei ez(i) die Transponierte des 7(7)-ten Einheitsvektors ist.

Beispiel 7.7 7 = (3,1,2,4). Dann ist P =

o O = O
o= O O
o O O =
_— o O O

Lemma 7.8 Sei P € R™" die zu einer Permutation w gehdrige Permutationsmatriz.
Ist A € R™™", so entsteht P - A aus A, indem man die Zeilen von A entsprechend w
permutiert.

Beweis. Sei A = (ay,...,a,), wobei a; € R" die i-te Spalte von A bezeichnet. Dann
gilt fiir die k-te Zeile von P - A:

(Er(k)@1s- - s €x(k)@n) = (Qr(r)1,ldOtS, Qr(r)n)
= m(k)-te Zeile von A

O

Der Gauk’sche Algorithmus liefert die Zerlegung P- A =L -R. Lése L-c= P -b
und R -z =c.

Korollar 7.9 Sei A € R™" regulir. Dann lisst sich A~' in O(n?) berechnen.
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Beweis. A- A™! = I. Somit sind die Spalten von A~' Lésungen der n linearen
Gleichungssysteme A - (a;') = e;. Bestimme die L-R-Zerlegung P- A = L - R in
Om3)und16se L-c=P-e;und R-(a;') =cfiiri=1,...,n.

= die Laufzeit betriigt n - O(n?) + O(n?) = O(n?). O

7.2 Vektor- und Matrixnormen

Eine numerisch berechnete Losung @ eines linearen Gleichungssystems A - x = b
weist einen Fehler @ — @ auf. Wir benétigen ein Mafs fiir die Groke eines Vektors
beziehungsweise einer Matrix, um Aussagen iiber den Fehler treffen zu kénnen.

Sei V' ein Vektorraum iiber R (zum Beispiel V' = R" oder V' = R"*"). Eine Abbildung
| -1l : V — R heift Norm auf V, falls gilt:

L. |lz|| > 0 fiir alle  # 0,
2. ||az|| = |a|||z|| fir alle & € R und alle € V,
3. |z +y| < |lz| + ||y| fir alle ,y € V (Dreiecksungleichung).

Beispiele fiir Vektornormen (z € R")
o |lz|ly == >0 |l (Betragssummennorm, L;-Norm, Manhattennorm)
o ||z = /> a? (euklidische Norm, Ls-Norm)

)

o ||, =" 2P )P (L,-Norm, fiir p € R})

=11

o ||z||oo == maxi<i<p |74 (Maximumnorm)

Beispiele fiir Matrixnormen (A € R™*")

o ||All; == maxi<j<n > iy |ai] (Spaltensummennorm)
o [|Alo = maxicicn Y5, lai] (Zeilensummennorm)
o |Allr:= />0 a; (Frobeniusnorm)

Sei V ein Vektorraum iiber R. Zwei Normen || - ||, : V — Rund || - || : V — R heifen
Aquivalent, wenn es Konstanten ¢, C' € Ry, gibt mit

clela < llzfly < Cllella Ve eV,

Satz 7.10 Alle Normen des R"™ sind dquivalent.

Beweis. Wir zeigen, dass jede Norm || - || des R™ dquivalent zur L;-Norm ist. Fiir
x € R" gilt

]| =

n
E T;€;
i=1

n n
<D llwedll =) lzillled] < max {Jleill}llz|l:.
i=1 i=1 -
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Setze M := maxi<;<n{||€;i]|}. Dann gilt

ezl = llylll < lz —yll < Mz -yl

Somit ist || - || beziiglich der L;-Norm eine stetige Funktion und nimmt daher nach
dem Satz von Weierstrafs auf der kompakten Menge K := {x € R" | ||z||; = 1} ihr

Minimum ¢ und ihr Maximum C' an.
Somit gilt fiir alle € R™ \ {0} wegen = € K:

Nl
= ~ el < ) < Cla].
[elh
Folglich sind || - || und || - ||; 4quivalente Normen.
Beispiel 7.11 Es gilt
lllz < max {lles|[}lx ]l = ll=[l

und

n
lell = 3l < ) < o
1=

= [zl < [zl < nllzfl,.

Eine Matrixnorm heiftt submultiplikativ, falls fiir alle A, B € R™*" gilt

|A- B|| < [|A[l-[|B]-

Beispiel 7.12 Fiir die Spaltensummennorm || - [|; gilt

|A - Bl

IN

n

max E |cis]
1<j<n
i=1
n
E aikbkj

n
k=1

n n
max > > lai by

k=1 i=1
n n
max > fbyg] D i
k=1 i=1

Z la|[| By < [[A]l1[|B]1-

=1

max
1<j<n 4
=1

nllzlla
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Die Matrixnorm ||A|| := maxi<; <y, |a;;| ist nicht submultiplikativ, denn fiir A :=
11 1 0Y. 20
(0 O) ,B = (1 O) ist || Al = ||B]| = 1, aber ||[A- B|| = (0 O) =2>1

Eine Matrixnorm || - ||p; auf R™™ heiflt vertréglich mit einer Vektornorm || - ||y auf
R™, falls fiir alle A € R™*" und alle & € R"

|A-z|ly < [|Allalle]v.

Beispiel 7.13 Die Frobeniusnorm ist mit der euklidische Norm vertriglich, denn es

gilt:
o\ 1/2
Azl = < aikxk)
i=1 \k=1
< ( afk> ( xi)) (Cauchy-Schwarz)
i=1 \k=1 k=1
0 n 12/ p 1/2
- (Txa) (%)
=1 k=1 k=1
= Azl
Sei || - || eine Vektornorm auf R™. Dann definiert
|A -] _
LAl == = max [|A -z
w20 el el
die von || - || induzierte Norm auf R"*".
Durch Nachrechnen bestétigt man, dass ||| - ||| eine Matrixnorm ist
1. Falls A # 0 folgt: Es gibt a;; #0. = A-e; #0 = || Ae;|| > 0, |lej|| >0
= MaXgL£o ”H HH > 0.
2. oAl = maxg)=1 [|a A - || = o] maxjg|— [| A - || = |af [| Al
3.
A+ Bl = max|(A+B)-z|

ll]=1

< max{|A-o|+ | B+al}

HmualeA x| + max |B - ||

LA+ T Bl

Es gilt zudem die Submultiplikativitat.
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Beispiel 7.14 Was ist die von der Maximumnorm || - ||, induzierte Norm?
In diesem Fall gilt fiir A € R™*"

Al = max[[A -z

(=1

n
= max {max E Clikl’k}
i

l[z]=1

n
= max{max Zaik(ﬂk}
i [l||=1
n
= m,aXZ’aik‘
R

= Al

Das heifst, die von der Maximumnorm induzierte Norm ist die Zeilensummennorm.

Ist ||-|| eine Vektornorm, € R™ und A € R™", so gilt ||A-x|| < max,g ny’ﬂ’”-”w“. Die
induzierte Matrixnorm ist folglich vertriaglich mit der sie induzierenden [\/ektornorm.
Wir halten dies im folgenden Satz fest:

Az

Satz 7.15 Sei || - || eine Vektornorm auf dem R™. Dann definiert maxzg e cine
Matriznorm auf dem R™ ", die mit der Vektornorm vertrdglich ist.
Bemerkung Zu jedem A € R™™ gibt es ein & mit maxy,z ”ﬁ;ﬁ” = HJHAJH’ das

heifst, die von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm ist die kleinstmogliche mit der
Vektornorm vertragliche Matrixnorm. Die L, .-Norm induziert die Zeilensummennorm
(vergleiche Beispiel 7.14), die L;-Norm induziert die Spaltensummennorm (analog zu

Beispiel 7.14), die Lo-Norm induziert die Spektralnorm || Ay := 1/ Amax (A7 A).

7.2.1 Fehlerbetrachtungen

Sei ein Gleichungssystem A-x = b gegeben und sei @ die numerisch berechnete Losung.
Dann ist 7 := A - £ — b der sogenannte Residuenvektor.

Beispiel 7.16
0.001z + 0.00ly = 0.001
0.001x + 2y = 1

Bei Rechnung mit zwei signifikanten Stellen beim Gaufs-Algorithmus erhalten wir y =
0.5 und z = 0.

0
=T (0_0005)~ = ||I7]lc = 0.0005 ist klein. Ist die Losung daher gut?
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Im Folgenden gehen wir davon aus, dass ||| : R” — Rund ||-|| : R**" — R miteinander
vertrégliche Vektor- und Matrixnormen sind. Dann gilt ||b]| = || A - :I:H < ||A||||m|] und
A (z—x)=A- a:—A T=b—(r+b)=-r.=>z—-z=-A".
= |z -z =] -A"r| <A
le — ] _ A~ ]llr

I |
= < A= l[A[[lA™ =
[ed| 1]

Il
1Bl

Die Groke r(A) := ||Al||A7"|| nennt man die Kondition der Matrix A. Diese ist
abhéngig von der verwendeten Matrixnorm. Falls der Residuenvektor klein ist in Be-
zug auf die rechte Seite b und die Konditionszahl von A, so kann auf einen kleinen
relativen Fehler geschlossen werden.

Weiter mit Beispiel 7.16: Es gilt ||7|«/||b]|cc = 0.0005.

~(1/1000 2 [ 1/2 1000
A= (1/1000 1/100) - 4 N(—1/2 —1/2)

= [|Al|so]|A | & 2000. = [|A]|oc[| Ao Lz ||b||°° ~ 1, das heift der relative Fehler
kann sehr grof sein. Die korrekte Losung ist x ~ y ~ 0.5 statt y = 0.5, x = 0.

Multipliziere die zweite Gleichung mit 1000:

0.00lz + 2y =
r + y =

—_ =

Der Gauk-Algorithmus mit zwei signifikanten Stellen liefert immer noch y = 0.5 und
x = 0. Jetzt gilt aber

A (1/11000 §> N Al A (—1}/22 (1))

(),

~ 1 wie oben, aber A hat nun kleine Kondition.

= || Allso]| A |oo & 2 ist nun klein, aber ||7|/oo/||bllcc =

(-

Betrachte nun die Storung A« der Losung @ eines linearen Gleichungssystems A -x =
b, falls die Eingabedaten eine Storung A A beziehungsweise Ab aufweisen. Es gelte
also (A+ AA) - (x+ Axz) = b+ Ab. Wie grof ist Ax?

= Al A el

bHoo

Satz 7.17 Sei x die Lisung des linearen Gleichungssystems A -x = b mit b # 0 und
set A requldr. AA und Ab seien Storungen von A beziehungsweise b und x + Ax sei
Lisung des gestirten Systems. Falls || A7 ||AA|| < 1, so gilt

|Az|| r(A) |Ab] lAA]
[ = 1 s(A)AA[/[A] ( ol " la] )
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass A+ A A regulir ist und damit das gestorte System
eine Losung hat.
Es gilt
x A (A+AA) - AT AA 2
= lz| < [ATYI(A+AA) -zl - [[AT|AA] ]
1A~
1—[[A7H[AaA]

= A 4+ AA ist injektiv = bijektiv = Behauptung.

=l

IN

(A+AA)- x|

(A+AA)- (x+Azx)=b+ Ab

= A-Ax+AA - (x+Ax)=Ab

= x=A"' - (Ab—AA-(z+ Ax))

=l < AT (1Ab] + [AA] ||| + | AA]|Az])

= [az| (1- AT [AAl) < AT ([Ab] + [AA]]])

wegen [[b]| = [[A - 2| < [[A]l[lz[| folgt [l]| = [|b]|/[A]l. Somit gilt

— A llAA] Nl
LA ]IA (HAbII N ||AAH)
T o= ATaAl X el (Al
r(A) (IIAbH N IIAAH)
= (A2 ol A

O

Ahnlich zu Satz 7.17 gibt der folgende Satz Auskunft dariiber, welche Auswirkung die
Storung einer Matrix A auf die Inverse hat.

Satz 7.18 Sei A requlir und AA sei eine Storung von A mit | A7Y|||AA]| < 1. Dann
qilt
A+AA)—A
A+ a4y - A7 _ o IAA)
A~

|AA

I
A (1+O(|AA])-

Beweis. Wie in Satz 7.17 gezeigt, existiert (A + AA)~!. Es gilt

(A+AA) T — A" = (A+AA) - A (A+AA)- (A+AA)!
= I-A"-(A+AA) - (A+AA)"!
—ATN AA (A4 AA)
= (A+A4)7 - A7 AT AAN(A+AA)™ — AT+ A7
AT AAN(I(A+AA)™ — A+ A7)
I(A+AA4)~ — AT AT [[|AA] + (APl AA]

IA A



7 Lineare Gleichungssysteme 87

Al < AT PlAA]
I el 1P S |12V Y]

da ﬁ:ZZOQ;i:l‘Fo(QJ) fir x < 1.

= [(A+24)7" - = AT PIAA[I(1+ O(|AAD),

(A+A4)" - A a2
AT < ATl OlAAl)
o alaal
= KAy o(laA])

O

In Beispiel 7.16 haben wir bereits gesehen, dass man die Kondition einer Matrix durch
Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl verbessern kann. Was ist die optimale Stra-
tegie dafiir?

Es sei D € R™™" eine Diagonalmatrix, das heift

dy
D = = diag(dy, ..., d,)

dn,

und sei A € R™™. Dann erhidlt man D - A aus A, indem man die i-te Zeile von A
mit d; multipliziert. Statt A -x = b kénnen wir auch D - A -ax = D - b 16sen, falls D
eine regulidre Diagonalmatrix ist. Wie muss man D wéhlen, damit D - A eine bessere
Kondition hat als A?

Satz 7.19 FEs sei A € R™" regulire Matriz mit 377_, |a;;| = 1 fir 1 <i < n. Dann
gilt fiir jede requldre Diagonalmatric D

Feo(D+A) > Kk(A).

Beweis. Es gllt HDAHOO = maxlgign |dz‘ E;’L:I ]aw| = maxlgign |dz‘ = HAHOO maxlgign ’d2|

Es gilt weiter D = diag(dy,...,d,) = D' = diag (d_ll’ e ﬁ)

Sei A™! = ()i j=1,..n- Dann erhalten wir:

-----

_ |aij)|
I(D-A) s = |A-D- 1HooZmaXZ: ’

1<i<n £— \dj|

maxi<i<n ) G| [JA7 |

maxi<p<n |dg| a maxi <p<n |d|
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) A
& KD-A) = [D-Al(D-A) | > A max [d]—A]

=i max; cezn [de]

= [[AllxA™ o = £(A)
O

Die bestmogliche Kondition erhédlt man also, indem man die Zeilen von A so mul-
tipliziert, dass alle Zeilensummen gleich sind (zum Beispiel = 1). Dies nennt man
Aquilibrierung von A.

7.3 Pivotisierung und Stabilitat des
GaulB-Algorithmus

Zeile ) des Gauk-Algorithmus :

@  bestimme [ > k, sodass ay;, # 0.

Naheliegend ist es das kleinste [ > k mit aj; # 0 zu wihlen. Zur Erhéhung der Stabilitét
das Gauf-Algorithmus gibt es jedoch bessere Strategien.

_1
Beispiel 7.20 Betrachte das lineare Gleichungssystem A-x = b mit A = ( 100% 1 )

1 . ..
und b = 2). Dann lautet die exakte Losung z; = 90 ~ 1 und 25 = 58 ~ 1.

Bei Anwendung des Gauf-Algorithmus mit zwei signifikanten Stellen erhélt man:

1
s 11

1
1000 1 1
11

1 1 1
. 1000
2 0 1-—1000

21000 0 —1000 | —1000

= X9 = 17 z1 = 0.
Wihlt man in Zeile @) des Gaufs-Algorithmus hingegen das betragsméfig grofite Ele-
ment, so erhélt man:

2
1 1000

1000 BN 1000 ~
2 01

Lo 1|1 01—
1 1]2 0 1

e}
—_
N

=19 =2,11 = 1.

Was ist passiert? Falls [y, = % sehr grof ist, so gilt ag — ly1a12 = —ls1a12 und
by — 3101 = —l210;.

= xgﬁ s % Da aq; klein ist, ist dies eine gute Ndherung. 1 = (by —aj912) /a1
ist wegen zy ~ % schlecht konditioniert (Ausléschung).

Die Elemente ag; im k-ten Schritt des Gauf-Algorithmus werden Pivotelemente
genannt. Zur Erhohung der Stabilitdt wihlt man in jedem Schritt das Element der k-
ten Spalte, das betragsméfig am grofiten ist (Spaltenpivotsuche). Damit ist garantiert,

<1

ajk
Akl

dass || =
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Beispiel 7.21 L-R-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

1 -2 3 4 2 -4 86
2 -486 50 —11
-1 2 34 -5 0 77
0 123 0 1 23
2 -4 8 6 2 -4 86
B o 1 23 0 1 23
50 77 -5 0 77
5 0 -11 5 0 —1 2
10 00 2 —4 86 2 —4 86
N 01 00 0 12 3| _ 0 123
-0 10 o o7 7| -1 234
5 0 -1 0 00 2 1 -2 3 4
0001 1 -2 3 4
1000 2 -4 8 6
oo 1o -1 2 3 4
0100 0 123

Satz 7.22 Seien L und R die numerisch mittels Gaup-Algorithmus berechnete L-R-
Zerlequng der Matriz A mit Spaltenpivotsuche, das heifit |l;;| <1 fir allei,j=1,...n
und A := L - R. Dann gilt:

eps

i‘_’vi‘ <2 I ._17‘ )
la;; — a;;] < 2amin(i j)l—eps

wobet a = max; j |a£j)| und eps die Maschinengenauigkest.

Beweis. Der k-te Schritt des Gauf-Algorithmus lautet unter Beriicksichtigung von
Rundungsfehlern:
ay = (5(‘]?_1) — Lty (14 5z‘jk)> (L + 7ij)

7%
S(b=1) _ 7 (k1)

= ajl §ik; + ik
~(k ~(k—1 7 ~(k—1
Zudem gilt:
'd(k) T k—1 k—1 T k—1
R R I P (7.4)
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7.4 Die Cholesky-Zerlegung

(7.3) und (7.4) implizieren

R ~(’f)_L gk,
Mijk = Qj; 1+ 7in ik Eijk
= |uigr| = Zi;’;) + FR——— |_%|];€Z|jk| - |ljk| ’a,ﬂ
< a 1 ipjps + aeps < 2&@ ipesps
A=L R=3; =" L,

Falls j > 1 so gilt

aji = Zlﬂﬁ’zﬁz '
= Z (55-]5_1) Al + pigp)  wegen (7.3)
k=1
_ ~(4)
= @ — a, +Zumk
=0
Falls 7 <1 so gilt
j—1
aji = (55-];71) —5§f)+uijk> + By "
k=1 inad
- A
= |aj; — a5 < maxy, [pije| min(j —1,7) < in(j —1,4). 0
In Matrixschreibweise lautet Satz 7.22
000 O 0 0
111 1 1 1
-~ 1 2 2 2 2 2
eps
1 2 3 n—1 n-—1

7.4 Die Cholesky-Zerlegung

Eine Matrix A € R™*" heifit symmetrisch, falls A = A”. A € R™*" heifit positiv

definit, falls =7

-A-x >0 fiir alle x € R",  # 0, gilt.
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Bemerkung A positiv definit impliziert, dass A regulir ist, da sonst @ # 0 existiert
mit A-x = 0.

Satz 7.23 Sei A € R™™. Dann ist AT - A symmetrisch und, falls A reguldr ist, so
ist AT - A positiv definit.

Beweis. Fiir beliebige Matrizen A, B € R™*" gilt (A- B)" = B" - A”. Dies lisst sich
leicht durch Nachrechnen zeigen. Somit gilt (A" - A)T = AT . (A")T, das heift A" - A
ist symmetrisch.

Sei nun A regulir. Dann gilt fiir £ € R*: A-x =0 < x = 0. Nungilt 7-(AT-A)-x =
(" - AT)- (A-z)=(A-2)"-(A-x).Seiy=A-z. Dann gilt y" -y =0 < y=0.
Ausy =0folgt A-x =0 = x =0, da A regulir. U

Bemerkung Mit A ist auch A" reguliir. Folglich gilt Satz 7.23 gilt auch fiir A - AT,

Sei A € R™"™ und ) # I C {1,...,n}. Dann heift die Matrix (a;;);jc; € RII*/
Hauptuntermatrix von A.

Beispiel 7.24 Die Matrix besitzt die Hauptuntermatrizen (3), (5),

N W

—1
)
1

— oo O

3 —1 5 8 3 0 ) .
(1), (4 5 ), ( 11 ), ( 9 1 ) und die Matrix selbst.

Satz 7.25 Sei A € R™" und A’ Hauptuntermatriz von A. Dann gilt
(a) Ist A symmetrisch, so auch A’.
(b) Ist A positiv definit, so auch A'.

Beweis.
(a) Folgt unmittelbar aus der Definition.

(b) Angenommen A’ ist nicht positiv definit. Sei I C {1,...,n} die Indexmenge, die
A’ definiert. Dann gibt es € Rl mit 27 - A’ 2 = 0 und = # 0. Definiere nun
y € R" durch

_Jw, fallsiel
vi= 0 sonst.

Dann gilt: y' - A-y = a7 - A"z = 0 und y # 0. Dies widerspricht der positiven
Definitheit von A.

g

Satz 7.26 (Satz von der Cholesky-Zerlegung) Es sei A € R™"™ symmetrisch

und positiv definit. Dann ezistiert genau eine requldre untere Dreiecksmatric L € R™ ",
sodass A=L" - L und l;; >0 firi=1,...,n.
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Beweis. Durch Induktion nach n. Fir n = 1 gilt A = (a;1) mit a;; > 0 wegen der
positiven Definitheit von A. Somit ist L := (y/a11) eindeutige Losung. Gelte nun die
Aussage fiir n — 1. Wir schreiben A als

A b
A=
(bT Ann, )

mit b € R"! und A € RO—Dx(=1 Danp gilt a,, = el - A-e, > 0 wegen der
positiven Definitheit von A. Zudem ist A Hauptuntermatrix von A und somit nach
Satz 7.25 symmetrisch und positiv definit. Es gibt somit genau eine reguldre untere

Dreiecksmatrix L mit A = L - LT und l~u >0firi=1,...,n—1. Die gesuchte Matrix

L hat somit die Form B
L 0
L =
(o)
mit o > 0 und ¢ € R*" L. Es gilt

a_ (A bY_(L o) (LI e
bl a,, c' o 0 «
T ~T T . . = T 2 =~ e .
= c' - L =b" bezichungsweise L-c = b und c' - c+ a® = a,,. Da L regulir ist, gilt
~7\ —1
c=1L ' b Zudem gilt fiir x € R” mit « = ( (L ) "€ > offensichtlich x # 0.

-1
Somit gilt

= a > 0 mit a? = a,, — ¢’ - ¢ ist eindeutig bestimmt. Da A reguliir ist muss auch L
reguldr sein. O

Die Darstelluing A = L - L, wobei L regulire untere Dreiecksmatrix mit I;; > 0 fiir
1t =1,...,n ist, heilst Cholesky-Zerlegung.

Satz 7.27 FEine Matrix A € R™"™ besitzt genau dann eine Cholesky-Zerlequng, wenn
sie symmetrisch und positiv definit ist.
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Beweis. Falls A symmetrisch und positiv definit ist, so besitzt A nach 7.26 eine
Cholesky-Zerlegung.

Besitze nun umgekehrt A eine Cholesky-Zerlegung. Dann ist L wegen [; > 0 regulér
und nach Satz 7.23 ist A symmetrisch und positiv definit. O

Wie berechnet man die Cholesky-Zerlegung einer symmetrischen positiv definiten Ma-
trix?

A= LLT = Q5 = ZZ:l szl]k = 21:111(1,]) llk’ljk’ Fir ¢ Z j gllt somit Qi; = Zi;:1 szl]k
Damit lassen sich die Eintrége [;; fiir j = 1,...,n wie folgt bestimmen

Cholesky-Zerlegung
Input: Symmetrische positiv definite Matrix A.

Output: regulire untere Dreiecksmatrix L mit ; > 0, sodass A = L - L”.

DO =0
@ for j:=1tondo
i—1

6) lij = \/ ajj = i1 s
@ fori:=j+1tondo

i—1
® lij = i (aij —-> Zikljk)§
Bemerkungen

e Der Aufwand der Cholesky-Zerlegung ist wie bei der L-R-Zerlegung O(n?), al-
lerdings spart man einen Faktor 2 wegen der Symmetrie.

e Da A symmetrisch ist, muss man lediglich die obere Dreiecksmatrix von A spei-
chern. L kann bis auf die Diagonale im unteren Teil von A gespeichert werden.
= O(n) Speicheraufwand statt O(n?) bei der L-R-Zerlegung, falls A erhalten
bleiben soll.

e Falls A nicht symmetrisch und positiv definit ist, bricht der obige Algorithmus
mit einer Division durch 0 oder der Wurzel aus einer negativen Zahl ab.

Sei A = L - L" eine Cholesky-Zerlegung. Dann gilt a;; = izl(lfk) = |l <
v/maxi<j<p |a;|, das heift die Eintrdge von L kénnen nicht zu grof werden. Die
Cholesky-Zerlegung ist numerisch stabiler als der Gaufs-Algorithmus.



94 7.5 Die Komplexitit von Matrixmultiplikation und Matrixinversion

Beispiel 7.28

4 =2 2
A= -1 10
2 5 6
= Iy = ay; = 2
1
b = 5 (-2)=-1
1
Z31 - 52:1

l22 = \/agg—lgl :3

l32 -

Bemerkung Die Cholesky-Zerlegung erlaubt genau wie die L- R-Zerlegung das Losen
von linearen Gleichungssystemen mittels Vorwérts- und Riickwéirtseinsetzen:
A=L L™ A-z=b =L -y=bund L" -2 = y.

7.5 Die Komplexitat von Matrixmultiplikation und
Matrixinversion

Matrixmultiplikation und Matrixinversion lassen sich beide in O(n?) durchfiihren, wo-

bei dies fiir die Matrixmultiplikation trivial ist und fiir die Matrixinversion aus dem

Gauf-Algorithmus beziehungsweise der L-R-Zerlegung folgt. Kann man diese Proble-
me auch in o(n?) 16sen? Welches der beiden Probleme ist schwieriger?

Satz 7.29 Sei f(n) = Q(n?) mit f(3n) = O(f(n)) die Laufzeit, um eine n x n-Malriz
zu invertieren. Dann kann man in O(f(n)) zwei n x n-Matrizen multiplizieren.

Beweis. Seien A, B € R™ ", Definiere die Matrix A € R¥>3" durch

I, A 0
D= o I, B
0 o0 I,
Dann gilt
I, —A A-B
D' = o I, -—B

0 0 I,
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= Das Produkt A-B ist eine Untermatrix von D~'. D" kann in O(f(3n)) = O(f(n))
berechnet werden. O

Bemerkung Jedes f(n) der Form f(n) = ©(n®log” n) erfiillt f(3n) = O(f(n)).

Satz 7.30 Sei f(n) = Q(n?) die Laufzeit um zwei n X n-Matrizen zu multiplizieren
mit f(n+k) = O(f(n)) fir 0 <k <n und f (%) < cf(n) fir ein c < 1. Dann kann
man die Inverse einer regquliren Matriz A € R™"™ in O(f(n)) berechnen.

Beweis. OhI%e Einschriankung sei n eine Zweierpotenz. Falls nicht, so beachte, dass
- —1

( 40 ) = A 0 ) gilt fiir jedes & > 0. Falls n keine Zweierpotenz ist, so
0 I 0 Iy

gibt es k < n, sodass n + k eine Zweierpotenz ist.

AT Aist nach Satz 7.23 symmetrisch und positiv definit. Es gilt A™' = (AT-A)~1. AT,

Es reicht daher, die symmetrische und positiv definite Matrix A” - A zu invertieren.

Dann bendtigt man lediglich eine Matrixmultiplikation, um A” zu berechnen.

Wir zeigen nun, wie man eine symmetrische und positiv definite Matrix A mithil-

fe von Matrixmultiplikationen invertieren kann. Sei A € R™"™ mit n Zweierpotenz.

Partitioniere A in vier § x 7-Matrizen wie folgt

B C"
A_(C D).
Setze S := D — C-B~'-C”. Dann gilt

A-l ( B'4+pt'.c".st.c.B' -B'.Cc"- s )
- _S—l . C X B—l S—l )

wie man durch Nachrechnen verifiziert.
= A~! kann rekursiv berechnet werden, indem man B~' berechnet, dann C - B™*,
dann (C-B™')-C",dann S := D —(C-B')-C",dann §~!, dann §~*-(C-B™),
dann (C-B HT.(§'.-(C-B™M)).
= Vier § x §-Matrixmultiplikationen und zwei % x §-Matrixinversionen. Sei h(n) die
Laufzeit, dann gilt

h(n)

IN

2h <g) +4f(n) + O(n?)
= 21 (3) +6(f(n)
= O(f(n)).

Dies ldsst sich mit der geometrischen Reihe zeigen. 0
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