Wintersemester 2021/22 Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik
Prof. Dr. B. Korte Universitdt Bonn
Dr. U. Brenner

Kombinatorik, Graphen, Matroide
7. Ubung

1. Fiir einen einfachen ungerichteten Graphen G sei t(G) die kleinste Zahl, fiir die es planare
Graphen G, ..., Gyq) gibt, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

o V(G) =VI(G) (ie{l,....t(Q)}),
o B(G) =Y E@G)).

=1

Ein Graph G ist also genau dann planar, wenn ¢(G) = 1 gilt.

(a) Zeigen Sie, dass t(K,) > %] fir n € N\ {0} gilt.
(b) Zeigen Sie, dass es Graphen G mit ¢(G) = 2 und x(G) = 8 gibt.

(¢) Geben Sie eine moglichst gute obere Schranke fiir den folgenden Wert an:

max{x(G) [ (G) = 2}.

Beweisen Sie die Korrektheit Ihrer Schranke. (24242 Punkte)

2. Fiir einen ungerichteten Graph G und ¢t € N sei pg(t) die Zahl der verschiedenen zulédssigen
Knotenféarbungen von G mit den Farben {1,...,¢}. Dabei betrachten wir zwei Knotenfarbun-
gen als verschieden, wenn es mindestens einen Knoten gibt, dem sie unterschiedliche Farben
zuordnen. Zeigen Sie, dass fiir jeden Graphen G die Abbildung ps : N — N ein Polynom vom
Grad n = |V(G)| ist. Wie lautet der Koeffizient von " und wie der von ¢"~1? (4 Punkte)

Hinweis: Betrachten Sie zunédchst vollstdndige Graphen. Bei Graphen, in dem es zwei Knoten
v und w gibt, die nicht durch eine Kante verbunden sind, kénnen Sie sich dann {iberlegen, was
passiert, wenn Sie v und w durch eine zusétzliche Kante verbinden oder {v, w} kontrahieren.

3. Zeigen Sie (unter Benutzung des Vierfarbensatzes), dass die kantenchromatische Zahl eines
3-reguléren planaren Graphen G ohne Briicken (d.h. ohne Kanten, deren Loschung die Zahl
der Komponenten von G erhéhen wiirde), 3 ist. Gilt diese Aussage auch noch, wenn man statt
3-Regularitét nur A(G) < 3 fordert? (4 Punkte)

4. Sei G ein reguldrer Graph mit ungerader Knotenzahl, und H entstehe aus G durch Loschen
von hdéchstens # — 1 Kanten (insbesondere kénnte G = H gelten). Zeigen Sie, dass dann

X'(H)=A(H) +1 gilt. (2 Punkte)
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